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Über ein neues Coordinatensvstiem. 


(Vom Herrn Professor Plücker zu Bonn.) 


Inte besondern Art die Lage eines Punctes in Beziehung auf Puncie 
oder Linien, die als der Lage nach bekannt angesehen werden, zu bestim- 
men, entspricht ein Coordinatensystem. Die Gleichung einer Curve, 


bezogen auf irgend ein Coordinatensystem, ist als die algebraische Aus- 


sage einer, dieselbe characterisirenden Eigenschaft, aus der sich alle 
übrigen Eigenschaften derselben herleiten lassen, anzusehen. Was die 
Leichtigkeit dieser Herleitung betriflt, so kummt offenbar sehr viel auf 


die Wahl derjenigen Eigenschaft, welche an die Spitze der Untersuchung 
sestellt wird, und mithin auf die Wahl des Coordinatensystems an. Das 
zewöhnliche Coordinatensystem ist offenbar dasjenige, welches ım Ailge- 
meinen die gröfste Leichtigkeit darbietet. Der eine grofse Theil der 
Geometrie, der von Gröfsen- Bestimmungen unabhängig ıst (gdomeftrie de 
situation) lielst in diesem Systerne, eben weil er keine absolute Gröfsen- 
Bestimmung fordert, ohne alle Entwickelungen, unmittelbar aus der alge- 
braischen Constitution der Gleichungen und einer allgemeinen Verbin- 
dung derselben. In diesem grofsen Felde der Untersuchung gewährt das- 
jenige Coordinatensystem mit welchem wir uns in dem Folgenden beschäf- 
tigen werden, im Allgemeinen dieselben Vortheile, und hat überdies 
noch vor dem gewöhnlichen Coordinatensystem einige besondere Vorzüge. 
Hierher gehört unter Anderm auch, dafs wenn wir die drei Puncie, 
die ich Coordinatenpuncte genannt habe, auf dem Umfange der Unrve 
irgend einer Ordnung annehmen, aus der allgemeinen Gleichung dersel- 
ben sogleich drei Constanten ausfallen, während wir auf entsprechende 
Weise, in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme, nur das constante Glied 
fortschaffen können. Hierhin rechne ıch ferner, dafs für die Curven 
aller Ordnungen sich Gleichungen ergeben, die in Beziehung auf drei 
Veränderlichen (2, 9, r,) homogen sind; wonach die geometrische Inter- 
pretation des Theorems über die homogenen Functionen unmittel- 
Grelle’s Journal, d. M. V. Bad. 1. 1 
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bar die Gleichung der Tangente und osculirender Curven für jeden gege- 
benen Punct der Curve liefert, u. s. w. 

Die allgemeine analytische Methode, und die Methode die Herr 
Poncelet in seinem „Treite des prepridids projectives” entwickelt hat, 
beruhen auf der einen Seite auf ganz wesentlich verschiedenen Ideen, 
und stimmen doch, auf der andern Seite, so sehr in den Resultaten 
überein, dafs man, freilich sonderbar genug, die erste Methode als eine 
Periphrase, als ein Plagiat der zweiten hie und da betrachtet zu ha- 
ben scheint; statt dafs man sich ruhig die Frage beantworten sollte: ob 
nicht ein nothwendiger Grund dieser Übereinstimmung vorhanden und 
wo derselbe zu suchen sei. Auch ich bin von dieser Übereinstimmnng 
mehrmals überrascht worden: einige Beispiele hiervon bietet auch das 
Folgende dar, So scheint es mir z. B. bemerkenswerth, dafs wir in dem 
neuen Coordinatensystem ebenfalls auf jenen Satz hingeleitet werden, 
der in der Ponceletschen Methode eine große Rolle spielt, „dals nem- 
lich alle Puncte einer Ebene, die unendlich weit entfernt sind, ın gera- 
der Linie liegen,” und wir überdies diese unendlich weit entfernte gerade 
Linie durch eine Gleichung zwischen endlichen Gröfsen darstellen kön- 
nen. Eben so stofsen wir in diesem System auf den andern Poncelet- 
schen Satz, „dafs zwei concentrische Kreise in unendlicher Entfernung 
einen imaginären doppelten Contact haben.” 

Ich habe bei den folgenden Entwickelungen nur die Absicht ge- 
habt, an Beispielen zu zeigen, dafs die neue Methode, einerseits, zum Be- 
weise vorgelegter einzelner Sätze und zur Darstellung allgemeiner Theo- 
rieen sich sehr geschmeidig zeigt, und dafs sie, andrerseits, Resultate fin- 
den lehrt, wenn man sie aus allgemeinen analytischen Gesichtspuncten 
betrachtet. Mein Haupt- Augenmerk war nur auf die Methode, aber 
keineswegs darauf gerichtet, neue Sätze zu geben. Der am Ende dieses 
Aufsatzes aufgestellte Satz, den ich früher für den einfachsten Fall, dafs 
nur zwei Puncte gegeben sind, bemerkte, ergab sich in dem neuen Co- 
ordinatensysteme unmittelbar für drei gegebene Puncte, wonach es na- 
türlich war, seine ganze Allgemeinheit zu vermuthen; und der Beweis 
des allgemeinen Satzes scheint sich in dem neuen Systeme unvergleich- 
bar viel leichter zu ergeben, als in dem gewöhnlichen. 

Mit Rücksicht auf das neue Coordinatensystem habe ich die 
analytische Theorie der Reciprocität (thdorie des polaires reciprogues) 


y 
JS. 


41. Plücker, über ein neues Coordinatensystem, 3 
und deren so zu sagen unbegrenzte Erweiterung mehr angedeutet als 
ausgeführt. 

Der gröfste Vortheil, der sich aus dem neuen Coordinatensysteme, 
besonders wenn wir demselben die gegen Ende dieses Aufsatzes ange- 
zeigte Allgemeinheit geben, ziehen läfst, betrifft wie mir scheint die 
mathematischen Entwickelungen der Mechanık. Doch hierauf konnte 
ich natürlich hier gar keine Rücksicht nehmen. 

Anfangs war es meine Absicht, mich auch auf die Construction 
des Raumes auszudehnen. Hier sind die analytischen Erörterungen den 
nächstfolgenden ganz analog, wenn wir statt des Coordinaten-Drei- 
ecks ein Coordinaten-Tetra@der nehmen. Doch hat dieser Auf- 
satz ohnedies schon einen so grofsen Umfang gewonnen, dafs ich hier- 


auf verzichten mufs. 


1. Es seien (Taf. I. Fig. 1.) 00’, 00° und O’0O” drei gerade Linien, 
die irgend ein beliebiges Dreieck bilden, und >, 9 und r die Abstände irgend 
eines beliebigen Punctes 7 von diesen drei geraden Linien. Wenn wir 
alsdann unsere Construction auf ırgend ein gewöhnliches System gerad- 
liniger Coordinaten F4X beziehen, so sind bekanntlich die obigen Ab- 
stände p, 9 und > durch Ausdrücke gegeben, die in Beziehung auf die 
Coordinaten des Punctes M linear sind. Auch die Vorzeichen von p», y 
und r sind alsdann für eine bestimmte Lage des Punctes 7 volkommen 
bestimmt, und diese Zeichen ändern sich, wenn der Punct M von einer 
Seite der bezüglichen Linien 00’, 00” und 0’0' auf die andere Seite 
hinüberrückt. Wir nehmen (vergl. meine analyt. geom. Entwick- 
lungenNo. 31.) für einen innerhalb des spitzwinkligen Dreiecks 000” 
liegenden Punct M: 

p positiv, 9 negatıv, r negatıv. 

Nach diesen Bemerkungen stellt jede Gleichung zwisöhen >, 9 und r, 
die in Beziehung auf diese Gröfsen von irgend einem rıten Grade isi, eine 
Linie der mten Ordnung dar, deren auf ein gewöhnliches Coordinaten- 
system bezogene Gleichung wir leicht erhalten können. Wır werden 
uns in dem Folgenden nur auf solche Gleichungen beschränken, die in 
Beziehung auf >, g und r homogen sind, also auf Gleichungen von fol- 


sender Form: 
Ap”+ Bp"g + + Dp" + Ep" "or + For" +Zr" = 0. 


a 
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?, Wenn wır: 


I D, — 


I 4 
setzen, so verwandelt sich die vorstehende Gleichung (1.) in folgende: 


2. + + Zur = o, 
mithin ın eine vollständige Gleichung des ten Grades zwischen © und \. 
Für ırgend einen beliebig angenommenen Punct M erhalten wir für ® 
und ı bestimmte und einzige Werithe. Auch das Zeichen dieser Grö- 
[sen ist alsdann ein bestimmies; für den Punct M z. B., der innerhalb 
des spitzwinkligen Dreiecks OO’O” liegt, sind ® und beide negativ. 

Da dıe Gleichung (?.) eine vollständige des znten Grades ist, und 
also eben so viele von einander unabhängige Constanten enthält, als die 
allgemeine Gleichung desseiben Grades zwischen gewöhnlichen Coordina- 
ten, so kann diese Gleichung, indem wir ® und VW als veränderliche 
Gröfsen und die Coefiicienten #, B, C u. s. w. als beliebig zu bestim- 
mende Constanten betrachten,’alle möglichen Linien der mten Ord- 
nung darstellen. 


3. Statt © und ı% können wir auch: 
1 1 


F q r 
als die beiden veränderlichen Gröfsen betrachten. Alsdann erhalten wir 
eine Gleichung, die eben so allgemein ıst als die Gleichung (?.) und 
ebenfalls alle möglichen Linien nter Ordnung darstellen kann. Diese 
Gleichung in x und v steigt im Allgemeinen zum 2rıten Grade; kann 
aber in bestimmten Fällen, wie wır später sehen werden, auch unter den 


mten Grad hinabsinken. 


4, Wir können also ® und „%, oder auch zund », als Coordina- 
ten ansehen, und demnach wollen wir 0, ©’ und OÖ‘ den ersten, zwei- 
ten und dritten Coordinatenpunct, O0', O0” und O’0' die erste, 
zweite und dritte Coordinatenlinie, und endlich die Winkel 000’, 
00'0” und 00'0' oder «, und den ersten, zweiten und dritten 
Coordinatenwinkel nennen. In dem Folgenden werden wir dieselbe 
Bezeichnung beibehalten. 

Nichts verhindert uns, zwei der drei Coordinatenlinien parallel 
anzunehmen. Alsdann liegt ein Coordinatenpunct unendlich weit, und 


ein Coordinatenwinkel ist Null. 


4 
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3. Der Werth von ® oder # ıst derselbe für alle Puncte einer und 
derselben durch © gehenden geraden Linie, und eben so ist «) und v con- 
stant für alle Puncte einer durch O’ gehenden geraden Linie. Es sind 


demnach ® = const., % = const., 
Gleichungen einer durch ©, und 
== const., v == const., 


Gleichungen einer durch 0’ gehenden geraden Linie Während wir 
also ın dem gewöhnlichen Coordinatensysteme geometrische 
Örter durch den Durchschnitt zweier, den Coordinaten-Axen 
parallelen geraden Linien construiren, construiren wir ın 
dem neuen Coordinatensysteme geometrische Örter durch 
den Durchschnitt zweier, durch zwei feste Puncte und 
gehenden geraden Linien. 

Die Gleichung einer-geraden Linie welche durch den dritten Co- 
ordınatenpunct geht, hat folgende Form: 


const., == consi. 
6. Irgend zwei gerade Linien, die durch folgende beiden Glei- 


chungen 


oder auch durch folgende: 

indem wir durch e und c’ constante Gröfsen bezeichnen, dargestellt wer- 
den, bilden mit den beiden Coordinatenlinien OO’ und O0” ein System 
von solchen vier geraden Linien, die man „Harmonicalen” nennt. 

7. Von solchen zwei geraden Linien, die durch folgende beiden 
Gleichungen: 1 

= Ji= = c, 

in welchen wir durch e dieselbe beliebige Constante bezeichnen, darge- 
stellt werden, bildet die eine mit O0’ denselben Winkel als die andere 


mit O0’, von zweien geraden Linien 
bildet eine denselben Winkel mit O’O, als die andere mit 0’0”, und 


endlich von den beiden geraden Linien 


bildet eine mit OU denselben Winkel, als die andere mit 00’. 
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8. Die Gleichung einer geraden Linie, die durch 0’ und den 
Durchschnitt der beiden Linien 
geht, ist folgende: 
Eben so ıst die Gleichung einer geraden Linie, die durch O©° und den 
Durchschnitt der beiden Linien 
gehi, folgende: 


Nach der vorigen Nummer liegt hierin der Beweis von folgen- 
dem bekannten Satze: 

Wenn man von irgend einem Puncte M in der Ebene 
eines Dreiecks, nach den Winkelpuncten desselben O, O’ 
und O” drei gerade Linien zieht, die mit den Seiten 00“, 
und OO’ Winkel bilden, welche gleich ß, und sind, 
so sehen diejenigen drei geradenLinien, welche durch die- 
selben Winkelpuncte gehen, und dieselben Winkel, ß, ß’ und 
mit den Seiten O0’, und machen, durch ein- und 
denselben Punct MW, 

Dieser Satz schliefst als besondern Fall den Satz ein, dafs dieje- 
nigen drei geraden Liinien, welche die Winkel eines Dreiecks halbiren, 
sich in demselben Puncte schneiden. In diesem Falle fallen die beiden 
- Puncte M und P zusammen und sind der Mittelpunct eines, die drei 
Seiten des Dreiecks berührenden Kreises. Im Allgemeinen sind M und 
N die beiden Brennpuncte einer in das Dreieck beschriebenen Linie zwei- 
ter Ordnung. 


9, Die allgemeine Gleichung der geraden Linie ist 


folgende: 


pteyrir=o, 
mit der die nachstehenden beiden Gleichungen ıdentisch sind: 
+iv= 0, 
uv av 
Für diejenigen beiden Puncte Q und R (Fig. 2.), in welchen diese gerade 
Jiinie die Coordinatenlinien OO“ und O’O schneidet, erhalten wir folgende: 
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1 1 
( 0, V=—--) und ( ya 0), 
und mithin ergiebt sich für S, den Durchschnitt von OR und 0'Q: 
| 1 


wodurch die beiden Constanten der obigen Gleichung bestimmt sind. 
10. Wenn zwei lineare Gleichungen von folgender Form 
n(ag-Fbr) = 0, 
= 0, 
wobei ın, m’, n und vier willkürliche Co@flicienten bezeichnen, ge- 
geben sınd, so erhalten wir durch eine einfache Verbindung dieser bei- 


den Gleichungen folgende dritte: 
p= 107 


Wir sehen hieraus dafs wenn wir m und rn als unbestimmte Cocfh- 
cienten betrachten, alle einzelnen durch 

n(ag-+br) = 0 
dargestellten geraden Linien sich in einem festen Puncte von O0’ schnei- 
den. Auf ähnliche Weise schneiden sich alle durch die beiden Gleichungen 


mg--n(p-+br) = 0 und 
= 0 
dargestellten geraden Linien in zwei festen Puncten von OO’ und 00”. 


1i. Für zwei parallele gerade Linien O7’ und 07, die durch 

O und O’° gehen und mit OO’ irgend einen Winkel » bilden, erhalten 
wir sogleich folgende beide Gleichungen: 

psin + ysin» = 0, 

psin — vw) —rsin® = 0. 


Diese beiden Gleichungen geben: 


cotw 
psin«@ 
r—pcos«’ 
cotw = 


p sın 
Setzen wir diese beiden Werthe für cot® gleich, entwickeln und be- 
rucksichtigen dal: 
sınz cosa’ -+- sına’ cosa = sin (a+e‘) = sine”, 
so kommt: 
3. = 0, 
oder: 


4 + Ysina = sın«@”. 
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Wir wären gerade zu derselben Gleichung gekommen, wenn wir statt 
OT und O’T’ zwei andere durch O und O’ gehende Parallelen genom- 
men hätten, die mit O0’, statt », irgend einen andern Winkel bilden. Es 
stellen also dıe beiden letzten Gleichungen nur solche Puncte dar, die un- 
endiich weit entfernt sind. Die lineare Form dieser Gleichung zeigt, dals 
alle unendlich weit entiernten Puncte einer und derselben 
Ebene als in gerader Linie liegend zu betrachten sind *). 

(2. Nach der letzten Nummer ıst offenbar, dals wir durch Ver- 
bindung der Gleichungen irgend zweier parallelen geraden Linien zu 
den Gleichungen (3.) und (4.) kommen können. Wenn also 

dp= Do +Cr 
die Gleichung irgend einer gegebenen geraden Linie ist, so stellt, indem 
wir durch 72 irgend einen unbestimmien Coöflieienten bezeichnen, folgende 
Gleichung: 
(nA-- sına‘)p = (mB + + -- sine)r 

alle möglichen geraden Luinien dar, die der gegebenen parallel sind. 

Für die allgemeinen Gleichungen aller, den drei Coordinatenlinien 
00‘, 00' und 0’0" parallelen graden Linien, erhalten wir hiernach, in- 
dem immer noch einen unbesümmten Codfücienten bezeichnet 

np = + rsına, 

mg psina”— rsina, 


mr p sin — 


Zur Theorie der Linien zweiter Ordnung. 
13. Die allgemeine Gleichung der ILunien dieser Ordnung sei 


folgende: 
1. Ap -De +2Eor + Fr = 0, 


*) Denselben Satz leitet Herr Poncelei in seinem Traite des proprietes projectives aus der 
Theorie der Projection her. 

„Tous les points situes @ l’infini sur un plan peuvent etre consideres ilealement eomme distri- 
bues sur ume ligne droite unique, situece elle meme & l’infini sur ce plan.” (No. 107.) 

Mir scheint es sehr bemerkenswerth, dafs dieser Satz sich in unserm neuen Covrdinatensysteme 
direct ergiebt und wir zugleich durch eine Gleichung zwischen zwei veränderlichen Gröfsen und be- 
stimmten Constanten jene (ideale) geradeLinie, die alle unendlich weit enifernten Puncte der Ebene 
enthält, darstellen können. Hr. Poncelet zieht aus jenem Satze wichtige Folgerungen: wir kommen 
unmittelbar zu denselben Folgerungen, auf einem Wege der gegen jeden Einwurf gesichert ist, in- 
dem wir auf die lineare Form der letzten Gleichung des Textes Rücksicht nehmen, Wir werden 


noch in Laufe dieses Aufsatzes hierauf zurückzukoininen Veranlassung finden. 
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mit der, nach unserer Bezeichnung, folgende identisch sind: 
+DpP-+2Eoi + = 0, 
3. Dv’ + 2Euv Fe 
Wenn wir die Voraussetzung machen, dafs die Curve durch den 
Punct O gehe, so muls die Gleichung (1.) befriedigt werden, wenn man 
zugleich 7=0 und 9 =0 setzt, woraus ersichtlich ıst, dafs alsdann 
’=0. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dafs D=0 wenn die Curve 
durch den Punct O‘, und dafs Z=0, wenn sie durch den Punct 4 
geht. In dem Falle also, dafs die Curve durch alle drei Puncte 0, 0’ und 
0” zugleich geht, erhalten wir statt (1.), (2.) und (3.) nun folgende 


Gleichungen: 


4. Dpg +Cpr+Eor = 0, 
5, BO = 0, 


6. Br + E =0. 

Die letzte dieser drei Gleichungen ist dadurch, dafs wir alle Glieder durch 
ev dividirt haben, linear geworden. Wir können also jede Linie zwei- 
ter Ordnung durch eine Gleichung vom ersten Grade ausdrücken, wenn 
wir die drei Coordinatenpuncte auf dem Umfange derselben annehmen. 
Hiernach ergiebt sich auf die leichteste Weise die Discussion der Eıgen- 
schatten solcher Linien zweiter Ordnung, die durch dieselben dre: Puncte 
gchen. Zwei solcher Linien können sich, was die lineare Form ihrer 
Gleichungen zeigt, nur noch in einem einzigen Puncte schneiden. 

Da die Gleichung (6.) dieselbe Form hat, als die Gleichung der 
geraden Linie ın dem gewöhnlichen Coordinatensysteme, so ist offenbar, 
dafs jedem Satze über die Durchschnitte von geraden Linien eın Salz 
über die vierten Durchschnitte von Linien zweiter Ordnung, die sıch in 
denselben drei Puncten schneiden, entspricht, und aus jeder analytıschen 
Beweisführung eines jener Sätze ergiebt sich unmittelbar der Beweis des 
analogen Satzes, wenn wir den Constanten in der linearen Gleichung 
diejenige Bedeutung geben, welche sie in der Gleichung (6.) haben. 


14. Indem wir 
DVP + = 0 
für die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung nehmen und 
dieselbe differentiiren, kommt: 
7. (B+DOH+ENAP+ = 0. 
Setzen wir nach einander d@=0 und db =0, so giebt diese Gleichung: 
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8. CHEO+FY 


2 


9. 0. 
Die Gleichung giebt aber 
7 dq 
und eben so giebt die Gleichung dy=in=o: 
r dr r--dr 


Die vorletzte Gleichung zeigt, dafs wenn wir von einem Puncte der Curve, 
der zugleich auf der geraden Linie (8) liegt, zu einem consecutiveu 
Puncte der Curve fortgehen, die beiden Puncte mit dem Puncte © in 
gerader Linie liegen, oder mit andern Worten, dafs die Tangenten ın den 
Durchschnitten der geraden Linie (8.) mit der Curve, durch den Punct © 
gehen, und also diese gerade Linie die Polare des Punctes O ıst. Eben 
so ıst (9.) die Polare des Punctes ©’, und fir die Gleichung der Polaren 
des Punctes O’ erhalten wir, ohne weitere Rechnung, folgende: 
10. = 0. 
Wir erhalten die Gleichungen (8.), (9.) und (10.) sogleich aus der Gleichung: 
4p+2Bpg +2Cpr - + +Fr 0; 
denn bezeichnen wir den ersten Theil dieser Gleichung der Kürze hal- 


ber durch u, so sind jene drei Gleichungen keine andern als: 

Indem wir die Durchschnitte der durch die Gleichungen (8.), (9.) 

und (10.) dargestellten geraden Linien mit den Coordinatenlinien betrach- 

ten, ergiebt sich eine einfache Bestimmung der Constanten in der 
allgemeinen Gleichung. 

15. Den Gleichungen (4.) und (6.) der 13ten Nummer können wir 


folgende Form geben: 


apgtPpr= aßpr, 
und wir erhalten alsdann, indem wir differentiiren, für die Polaren der 
Coordinaten-Puncte O, O0’ und O’, oder, was ın diesem Falle dasselbe 
heifst, für die Tangenten in diesen drei Puncten, folgende Gleichungen: 


P=4, v=ß, 
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so dafs also (Fig. 3.) für den Punct P': u=a, v=ß; 

Hieraus ist zugleich ersichtlich, dafs die drei geraden Linien OP, O’P‘ 
und O‘P‘ durch folgende drei Gleichungen dargestellt werden: 


| 

und also, wie bekannt, durch ein und denselben Punct 9 gehen, dessen 
Coordinaten und v=—Pß sind. 


16. Um bei der Annahme eines beliebigen Coordinatendreiecks 
die Gleichungen derjenigen drei geraden Linien O'o", O'’w und Ow zu 
erhalten, welche die Puncte 0, 0’ und O mit den Polen w’, w und w 
der geg:nüberstehenden Coordinatenlinien OO‘, GO” und verbinden, 
brauchen wir nur erstens die Gleichung (®.) mit P und (9.) mit €, 
zweitens (8) mit B und (i0.) mit £, drittens (9.) mit © und (10.) 
mit E zu multipliciren und dann abzuziehen. Auf diese Weise kommt: 

(BE—- + = 

(BC—ELA) +(EF—CHv= 0, 

(BC—EA) —(BE—CD)p — 
Wenn wir irgend zwei dieser drei Gleichungen von einander abziehen, 
so erhalten wir dıe dritte. Also: 

Wenn in der Ebene ırgend einer Linie zweiter Ord- 
nung zwei Dreiecke sıch befinden, von denen die Winkel- 
puncte des einen die Pole der Seiten des andern sind, so ge- 
hen diejenigen drei geraden Linien, welche die gegenüber- 
stehenden Winkelpuncte der beiden Dreiecke verbinden, 
durch eın-und denselben Punct, und also schneiden sich auch 
(nach dem Princip der Reciprocität) die gegenüberliegenden Seiten 
der beiden Dreiecke ın solchen dreı Puncten, diein einer 
geraden Linie liegen, der Polaren jenes Durchschnitts- 
punctes. 

Diese beiden Sätze können wır noch auf folgende Weise vervoll- 
ständigen: 

Diejenigen sechs übrıgen geraden Linien, welche die 
drei Winkelpuncte des einen Dreiecks mit den drei Winkel- 
puncten des andern Dreiecks verbinden, berühren eine und 
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dieselbe Linie zweiter Ordnung, und die sechs übrigen 
Durchschnitte der drei Seiten des einen und der drei Seiten 
des andern Dreiecks liegen auf einer und derselben Linie 
zweiter Ordnung. *) Diese beiden Linien zweiter Ordnung 
sind courbes polaires reciprogues in Beziehung auf die ge- 
gebene. 

17. Tangenten-Theorie. Wir wollen wiederum folgende Glei- 
chung: 

zu Grunde legen. Ist alsdann durch irgend einen Punct (Y’, 2’) eine 
Tangente an die Curve gelegt, und bezeichnen wir den Berührungspunct 


durch so ist die Gleichung der Tangente: 

vv 

+ 
Diese Gleichung mufs befriedigt werden wenn wir für die veränder- 
lichen Gröfsen / und ® die Coordinaten des auf derCurve genommenen, 
consecutiven Punctes (Y’ dp”, nehmen. Auf diese Weise 


kommt: 


/ 7 
d 9 do". 


Wenn wir die Differential- Ausdrücke vermittelst folgender Gleichung (7.): 
+ FY)dy=o 
fortschaffen und zugleich auf folgende Gleichung: 

Rücksicht nehmen, so erhalten wir endlich folgende, in Beziehung auf 

11. (CH DO HA = 0, 
welche, wenn wir © und ‘ als veränderlich betrachten, die Tangente 
im Puncte ©‘) darstellt, und wenn wir und als veränderlich 


betrachten, die Polare des Punctes (W’, ®°). 


*, Man hat nemlich folgende beiden Sätze, von denen einer aus dem andern nach dem Prin- 
cipe der Reciprocität folgt: 

Wenn von den neun Durchschnitten zweier Systeme von drei geraden 
Linien drei in graden Linien liegen, so liegen die übrigen sechs auf dem Um- 
fange einer und derselben Linie zweiter Ordnung. (Entwicklungen $. 226.) 

Wenn man zwei Systeme von drei Puncten durch neun geradeLinien ver- 
bindet, und drei dieser Linien durch denselben Punct gehen, so berühren die 
übrigen sechs ein und dieselbe Linie zweiter Ordnung. 


> 

= 


= 
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Die Form der letzten Gleichung stimmt ganz mit der Form der 
ntspre chenden Gleichung in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme 
überein. Diefs ergiebt sich leicht « priori. In dem Verlaufe dieses Auf- 
satzes werden wir noch eine elegantere Tangenten - Theorie entwickeln. 

15. Wenn der Punct auf liegt, so ist und 
je weiter er sich auf dieser Linie entfernt, desto mehr nähert sich 


sin 
dem Werthe —— 
sin & 


12. (Csinz’ + + (Bsin®’ + Bsine”) = 0, 
für die Gleichung desjenigen Durchmessers, der alle mit 0’0” parallele 
Chorden halbirt. Eben so erhalten wir 
13. (Csine+Fsine + (Bsing + Esine)pP + Csine‘) 0 
14, (Esina—Fsina‘) + = 0 
für die Gleichungen derjenigen beiden Durchmesser, die alle mit O0 und 
OO‘ parallele Chorden halbiren. 

Aus der Zusammenstellung irgend zweier der letzten drei Glei- 
chungen erhalten wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Curve. Wenn 
dieser Punct mit dem Punct © zusammenfallen soll, so erhalten wir 


folgende Bedingungs- Gleichungen: 
C B A 


— 


sin & sin«’ sin 
Auf ähnliche Weise ergiebt sich, wenn 0° und O der Mittelpunct der 
Curve sein sollen: 


Hiernach erhalten wir aus (11): 


F E C 
sin«'’? 

E D B 
 sin«‘ sin 


Nach der 1?ten Nummer ist es leicht, auszudrücken, dafs zwei 
der drei Coordinatenlinien zweien zugeordneten Durchmessern parallel 
sind. So erhalten wir z.B. für denFall, dafs OO und 00’ zweien zu- 
geordneten Durchmessern parallel sind, folgende Bedingungs- Gleichung: 

Asma- Csine’ __ sin 
sine’ 
und wenn wir entwickeln, 

Asinasina’ + + Csin«@’ sin«” + Esin’a”’ = 0. 

Nach der eben angezogenen 1?ten Nummer können wir auch aus- 
drücken, dafs irgend zwei der drei Durchmesser (12.) (13.) (14.) parallel 
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sind, und also zu der Bedingungs-Gleichung kommen, die Statt finden 
mufs wenn die allgemeine Gleichung eine Parabel darstellen soll. 


19. Sei wiederum: 
15. AP +2Bpg +2Cpr+D® +2Eor+ Fr 
dıe allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung. Soll die Curve 
die Coordinatenlinie O0’ berühren, so mufs diese Gleichung, wenn wir 


p=0 setzen, für * zweı gleiche Werthe geben. Diefs führt zu folgender 


Bedingungs-Gleichung: 
E: = DF. 
Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn die Coordinatenlinien 00” und 
OO‘ berührt werden sollen, folgende Bedingungs- Gleichungen: 
B= A4D. 

Wenn alle drei Coordinatenlinien von der Curve berührt werden, 
und wir f/=1 setzen, wodurch der Allgemeinheit kein Abbruch ge- 
schieht, so können wır der Gleichung (15.), indem wir zugleich durch p* 
dividiren, folgende Form geben: 

16. 1 +20 CV = 0. 
Diese Gleichung ıst in Beziehung und 9, symmetrisch. Wir 
müssen das vorletzte Glied derselben mit dem Zeichen — nehmen, 
weil wir, wenn wir das entgegengesetzte Zeichen nehmen, der Glei- 
chung folgende Form geben können: 
= 0. 

Alsdann erhalten wir also statt der Curve (16) ein System zweier 
zusammenfallender gerader Linien, was ganz der Anlage der letzten 
Entwicklungen gemäfs ıst. 

Wenn wir nach einander ın der Gleichung der Curve y=o, 9=o 


und ro setzen, so kommt: 
1 
für die Gleichungen derjenigen drei geraden Linien, welche die drei Co- 
ordinatenpuncte 0“, 0° und Ö mit den Berührungen auf den gegenüber- 
stehenden Seiten verbinden. Hiernach erhalten wir eine einfache Con- 
stanten- Bestimmung der Gleichung (10.). 


20. Wenn die durch die Gleichung: 
+ De +2Epy +Fv—o, 
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dargestellte Curve eine IIyperbel ist, und wir auf einem Zweige dersel- 
ben uns einen Punet immer weiter fortgerückt denken, so nähern sich die 
Werthe von ® und :) immer mehr einer bestimmten Gränze, ohne, im All- 
gemeinen, unendlich oder Null zu werden. Diese Gränzenwerthe bestim- 
men zwei durch OÖ und O’ gehende geraden Linien, die, je weiter jener 
Punct sich entfernt, sich dem Parallelismus mit der Asymptote jenes Hy- 
perbelzweiges immer mehr nähern. Hiernach ergiebt sich, wenn wir en 
Winkel, welchen jene Asymptote mit 00° bildet, » nennen, für jene 


Grenzwerthe: 


sin (@ — dr sin(@’-t+- 


sın W 
Substituiren wir diese Werthe in die Gleichung der Curve, so kommt: 
17°. Asın’w — 2 Bsinwsin (@ — + 2 Csinwsin(@’ w) + Dsin?a — 
+ 2Esiın (@— w)(sına + Fsiın!a’ = e. 
Wenn wir entwickeln, so erhalten wir eine ın Beziehung auftangw qua- 
dratische Gleichung. Die Wurzeln dieser Gleichung bestimmen die Rich- 
tung der beiden Asymptoten der Hyperbel, oder wenn die Wur- 
zeln dieser Gleichung gleich sind, die Richtung der Durchmesser der Pa- 
rabel. Werden die WurezIn imaginär, so stellt die vorstehende Glei- 
chung eine Ellipse dar. Wir gehen in die Entwickelung dieser verschie- 
denen Beziehungen, die bei gehöriger Annahme des Coordinatendreiecks 
sich sehr vereinfacht, nicht weiter ein. 

Wenn die letzte Gleichung (17.) für tang w gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe giebt, so ist OO’ parallel einer Axe der Curve. Für 
diesen Fall erhalten wır, wenn wir überdiefs annehmen, dafs die Curve 
durch die drei Coordinatenpuncte geht, und also A=D=F=0 setzen: 

B sın + Esın — = 0. 


21. Wenn die Coordinatenlinie O’O’ einer Asymptote parallel ist, 


so erhalten wir für die Grenzwerthe (17.): 


sin(@-+ sin 


sin sina’ 
und hiernach folgende in Beziehung auf A, B und D lineare Bedingungs- 
Gleichung: 


A +-Do” =0, 
Soll 0'0’' überdiefs selbst Asymptote sein, so mufs die letzte Gleichung, 
aufgelöset ın Beziehung auf P‘, gleiche Wurzeln geben, wonach: 


17. 
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B 1 sin D 1 sin? 


Auf ähnliche Weise kommt, wenn 00‘ der andern Asymptote parallel 
sin «° 


- = setzen: 
sın & 


A+2CU + o, 
und wenn OO“ selbst Asymptote sein soll: 


und wir 


1 sin @ WERE 
A 


Hıiernach erhalten wir, wenn wir zugleich #=1 setzen, für die 
Gleichung einer Hyperbel, deren Asymptoten 00°” und O’0” sind: 
oder: 
In diesen beiden Gleichungen ist E der einzige unbestimmte Coefhicient, 
und wir erhalten alle möglichen Hyperbeln, deren Asymptoten- System 


durch die Gleichung: 


dargestellt wird, indem wir E alle möglichen Werthe beilegen. Durch 
eine einfache Verbindung zweier solcher Gleichungen, oder durch ', erbin- 
dung einer solchen Gleichung und der Gleichung des Asymptoten -Sy- 
stems, kommen wir zu folgender Gleichung: 

(sın — — Ysine) = 0, 
d. h. zu der Gleichung des Systems zweier zusammenfallender, unend- 
lich weit entfernter gerader Linien. 

Mit derselben Gleichung lassen sich auch die Gleichungen zweier 
ähnlicher und concentrischer Ellipsen verbinden, für deren allgemeine 
Gleichung wir, bei gehöriger Coordinaten-Bestimmung, die folgende, in 
welcher M einen unbestimmten Coöfhicienten bedeutet, nehmen können: 
— 20 sine’ sina” — 24 sine sine’ + M@sin’a’ +29 VLsinasino‘ 

—=0. 
Und somit können wir mit H. Poncelet (Traite des proprietes projee. 
tives No. 130) sagen, dafs zwei ähnliche, concentrische Linien zweiter 
Ordnung in unendlicher Entfernung einen doppelten Contact 
haben, der reell oder ideal ist, je nachdem die beiden Curven Hyper- 
boln oder Ellipsen sind, und zugleich haben wir dieGleichung der unend- 
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lich weit entfernten Berührungs-Chorde. in der analytischen Be- 
handlungsweise der Linien zweiter Ordnung ist dieser Satz von keiner 
besondern Wichtigkeit, weil wir alle allgemeinen Beziehungen sich 
doppelt berührender Linien dieser Ordnung unmittelbar erhalten, indem 
wir dieGleichungen zweier derselben durch allgemeine Symbole bezeich- 
nen, und berücksichtigen, dafs solche zwei Gleichungen sich immer zu 


einer Gleichung, deren erster Theil das vollständige Quadrat eines linea- 
ren Ausdruckes ist, verbinden lassen. Der Satz gewinnt aber in der 


Methode des H. Poncelet eine besondere Bedeutung, weil derselbe, ver- 
mittelst dieses Satzes, die allgemeinen Beziehungen zweier sich doppelt 
berührender Curven zweiter Ordnung zu einander, aus den Eigenschaften 


eines Systems zweier concenirischen Kreise herleitet. 


22. Theorie der Osculation. Wenn die durch: 
pP +2Ppg+2Cpr+- +2Eır 

dargestellte Curve die Coordinatenlinie OO’ ım Puncte O berühren soll, 
so muls, wenn wir 9=0 setzen, die Gleichung 

P-+2Cpr + Fr = 0, 
für p zwei gleiche und verschwindende Werthe geben, so dafs also 

Die Gleichungen zweier solcher Curven, die O0‘ ım Puncte O berüh- 
ren, seien hernach folgende: 
P+2Bpg 0, 
pP + -F2Eyr = 0. 
Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, und vernachläßsi- 
gen den gemeinschaftlichen Factor 9, so kommt: 
2(B—B)p+(D— -2(E—E)r = 0: 
für die Gleichung der gemeinschaftlichen Chorde beider Curven. Soll 
diese Chorde durch den Puunct O gehen, und sollen also die beiden Cur- 
ven eine dreipunctige Osculation haben, so erhalten wir folgende 
Bedingungs- Gleichung: 
E=E. 

Soli in diesem Falle der Durchschnittspunct beider Curven in die Coor- 
dinatenlinie OO‘ fallen, so erhalten wir, neben der letzten Bedingungs- 


Gleichung, noch folgende: 
D=D‘. 
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Für eine vierpunctige Osculation, wo die gemeinschaftliche 
Chorde mit der gemeinschaftlichen Tangente, der Coordinatenlinie 00”, 
zusammenlällt, erhält man endlich folgende beiden Bedingungs- Glei- 
ehungen: 


E=E' B=#P#'. 
23. Für die Gleichungen zweier Linien zweiter Ordnung, die O0“ 
zur gemeinschaftlichen Asymptote haben, erhalten wir, (21.) indem wir 


sin 
= setzen, Gleichungen von folgender Form: 


sin 


+Df+2Egr+ 
Wenn wir abziehen, und den gemeinschaftlichen Factor p vernachläßsi- 
gen, so kommt: 


15. 2(B—Db)p + D—- H2(E—-E)r=0, 
für die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche die zwei übrigen 
Durchschnitie der beiden Curven verbindet. Diese Chorde fällt mit der 
Asymtpote OO’ zusammen, und die beiden Curven haben in unend- 
licher Entfernung einen vierpunctigen Contact, wenn 
Soll dieser Contact blofs ein dreipunctiger sein, so ist die durch (18) 
dargestellte gerade Linie der Asymptote nur parallel, und es mufs also 
diese Gleichung befriedigt werden, wenn wir zugleich 9=0 und 


= - > setzen, wonach wir folgende Bedingungs-Gleichung er- 
halten: 

B—B' __ sin 
sin@ 


24. Alle möglichen Curven, welche die Coordinatenlinien 00” 
und 0’0' in denselben vier Puncten schneiden, können wir dureh fol- 
gende Gleichung darstellen: 

pP = 0, 
indem wir B, €, D und F als ein für alle Mal gegeben betrachten, und 
E nach einander alle möglichen Werthe beilegen. Eben so stellt dieselbe 
Gleichung alle möglichen Curven zweiterOrdnung dar, welche O0“ und 
00' und dann O’C” und O’O in denselben vier Puncten schneiden, wenn 


fl 
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wir einmal blofs C, das andere Mal blofs B als unbestimmten Cochici- 
enten betrachten. 

25. Eine Linie zweiter Ordnung, welche die beiden Coordinaten- 
linien O“O und in den Puncten O und berührt, hat folsende 
einfache Form: 
| P+2Eor= 0. 

26. Folgende Gleichung: 

= 0 
stellt eine Linie zweiter Ordnung dar, in Beziehung auf welche 
jede der dreiCoordinatenlinien diePolare des gegenüberste. 
henden Coordinatenpunctes ist. (1#.) Sind D und #' beide positiv, 
so ist die Curve imaginär; sind D und Z’ beide negativ und gleich, und 
nehmen wir überdiefs an, der Coordinatenwinkel bei O0’ sei ein rechter; 


so stellt die Gleichung 
= 0 

eine Linie zweiter Ordnung dar, deren einer Brennpunct ©“ und deren 
Brennpuncts-Polare (Directrix) O0’ ist; und diese Linie ist Ellipse, Pa- 
rabel oder Hyperbel je, nachdem (— D) < ı 

Aus dem Vorstehenden ergeben sich unmittelbar mehrere bekannte 
Sätze. 

27. Wenn die Gleichung: 

P®+2Bpg+2Cpr + De +2Eygr+- = 0 

eine Linie zweiter Ordnung darstellen soll, von welcher die Coordinaten- 


linien 00° und O’0' berührt werden, so erhalten wir folgende beiden 
Bedingungs- Gleichungen: 


und mithin: 


E 
EB = 


Wenn dieselbe Curve überdiefs OO” in zwei festen Puncten schneiden soll, 


so ıstCund 7 constant. Da F constant ıst, so es ıst auch und mithin schnei- 


det die Polare von 0’, die durch folgende Gleichung dargestellt wird: 

die Coordinatenlinie OO” in einem von zwei festen Puncten. In diesen 

beiden Puncten und in den Puncten O und O0” wird O0” harmonisch 


getheilt. Hiernach erhalten wir folgenden bekannten Satz. 
3% 
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Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung durch diesel- 
ben beiden Puncte gehen, und dieselben beiden geraden 
Linien berühren, so gehen die Berührungs-Chorden durch 
einen von zwei festen Puncten der gemeinschaftlichen 
Chorde aller Curven. | 

25. Wenn 

irgend eine Linie zweiter Ordnung darstellt, so stellt: 

DE 0 
das System derjenigen beiden geraden Linien dar, die vom Puncte O0” 
nach den Durchschnitten der Curve mit OO’ gezogen werden können, 
mithin stellt die Gleichung: 

19. 
diejenige gerade Linie dar, welche durch die beiden übrigen Durch- 
schnitie jenes Linien- Systems und der Curve geht. 

Die durch (19.) dargestellte gerade Linie und die Polare des Punc- 


tes 0 
0, 

schneiden sich, nach der 10ten Nummre, auf der Coordinatenlinie O0‘. 
Wenn wir darauf Rücksicht nehmen, dafs das Coordinaten-Dreieck ein 
durchaus beliebiges ıst, so liegt hierin die allgemeine Theorie 
der Pole und Polaren. | 

29. Für die Gleichungen derjenigen beiden geraden Linien, die 
zu den beiden Puncten 0’ und ©’ ın derselben Beziehung stehen, als die 
gerade Linie (19.) zu dem Puncte O’ steht, erhalten wir 

+- DO +2El = 0, 
FI = 0. 

Wenn wir diese beiden Gleichungen und die Gleichung (19.) mit den 
drei Gleichungen (9.), (9.) und (10.) vergleichen, so sehen wir, auch ohne 
die Beweis-Art der 16ten Nummer zu wiederholen, dafs die drei geraden 
Linien, welche die gengenüberstehenden Winkelpuncte des von den drei 
erstgenannten geraden Linien gebildeten Dreiecks uud des Coordinaten- 
Dreiecks verbinden, durch ein und denselben Punct gehen, und also auch 
die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke sich in solchen drei 
Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Wenn wir den beson- 
dern Fall betrachten, dafs die drei Coordinatenpuncte auf der Linie zwei- 


. 
x 


‚bezeichnen, so kommt offenbar, (ähnlich wie Analyt.geom. Entw. No. 383): 
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ter Ordnung liegen, so erhalten wır den Satz vom umschriebenen Drei- 
eck. (No. 15.) 
30 Wenn wir, der Kürze wegen, durch 
die Gleichungen irgend dreier Linien zweiter Ordnung (homogene Glei- 
chungen des zweiten Grades zwischen ?, 9 und r) bezeichnen, die durch 
zwei feste Puncte gehen, und wir durch diese beiden Puncte die Coor- 
dinatenlinie OO’ legen, so können wir die CoÜficienten von 9°, gr und 
r® in den drei Gleichungen gleich nehmen, so dafs 
414—-4'=0, 
drei Gleichungen darstellen, die linear sind und von denen zwei die 
dritte bedingen. Hierin liegt der Beweis des bekannten, an Corollarien 
reichen Satzes: | 

Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung eine gemein- 
schaftliche Chorde haben, so gehen die zweiten gemein- 
schaftlichen Chorden je zwei derselben durch einen constan- 
ten Punct. 

Wenn wir durchaus keine besondere Coordinaten - Bestimmung 
machen, und die gemeinschaftliche Chorde der drei Curven (20.) durch die 
Gleichung e==o, die drei zweiten Chorden durch die Gleichungen 2’ = 0, 
a’=0, @==0, und endlich durch und 772° unbestimmte Coöfhcienten 


und die Form dieser drei Gleichungen zeigt, dafs die drei zweiten Chor- 
den durch denselben Punct gehen. Hierin liegt also ein anderer Beweis 
des vorstehenden Satzes, und überdiefs, wenn wir, als besondern Fall, 

e = psin@"” — gsina’ — rsine 
setzen, die Theorie der Chordalen (axes radicaux) ähnlicher und 
ähnlich liegender Linien zweiter Ordnung. 

31. Wir wollen beispielsweise, in Beziehung auf einige der in 
dem Vorstehenden vorkommenden Gleichungen, einen allgemeinen Satz 
über die Variation der Constanten, den ich bei einer andern Gelegenheit 
gegeben habe, construiren; und werden auf diese Weise zu verschie- 
denartigen speciellen Sätzen kommen. *) 


%*) Der im Texte erwähnte Satz ist folgender. Es sei: 
a. 9(y,%,b,a)=o 
irgend eine algebraische oder transcendente Gleichung zwischen zweien veränderlichen Gröfsen y und 


| 
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F 
| 


2? 1. Plucker, uber ein neues Coordinatensysiem. 


Wir haben in der I5ten Nummer für die Gleichung einer Linie 
zweiter Ordnung, die durch die drei Coordinatepnuncte geht, folgende 
gefunden: (Taf. ]. Fig. 3.) 


Bezeichnen wir irgend einen Punct dieser Curve durch (y‘, u‘), so ist 

betrachten wir ferner in dieser Gleichung ß und « als veränderlich und 
setzen =», @==w, so erhalten wir folgende Gleichung: 

2. =w, 
die eine gerade Linie darstellt, welche, wie auch der Punct (v‘, u‘) 
auf der Curve (1.) fortrücken mag, immer durch den festen Punct 1=ß, 


==) oder durch P, den Durchschnitt der beiden Tangenten in den 
Coordinatenpuncten O und geht. 


Die Construction der geraden Linie, (2.), die durch die beiden 
Puncte (v‘, 0) oder 7, und (0, u‘) oder 7 geht, giebt folgenden bekann- 
ten Satz: 


\Venn man in eine Linie zweiter Ordnung, über einer 
und derselben Chorde, als Basıs, mehrere Dreiecke be. 
schreibt, so geht diejenige gerade Linie, welche dieDurch- 
schnitie der Schenkel je zweier solcher Dreiecke verbin- 
det, durch einen festen Punct, den Pol der gemeinschaft- 
lichen Basis aller Dreiecke. 

Wir erhalten andere Constructionen desselben Satzes, wenn wir 


nicht ß und &, sondern (—Pß) und & oder ß und (—e) für die verän- 
derlichen Gröfsen nehmen, und statt (2.) die Gleichungen 


x und beliebigen Constanien, von denen wir zwei durch 5b und a bezeichnet haben. Diese Glei- 
chung stellt, wenn y und & anf irgend ein Coordinatensystem bezogen werden, eine Curve Jar; 
bezeichnen wir irgend einen Punct dieser Curve durch (y‘, x’) und betrachten die beiden Constan- 
ten als Coordinaten und veränderlich , so stellt die Gleichung: 


D. 
eine neue Curve dar, die sich ändert, wenn der Punct (y’, x’) auf der gegebenen Curve fortrückt, 
aber dabei nicht aufhört, durch den festen Punct (y=b, x=a) zu gehen. Wenn die 


Gleichung (a.) eine Constante nur im Quadrate enthält, so geht die Curve (b,) durch zwei feste 
Puncte; sie geht durch vier feste Puncte, wenn jene Gleichung nur die Quadrate der beiden Con- 
stänten enthält. Nichts verhindert uns in der ursprünglichen Gleichung b und a Null zu setzen. 
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construiren, welche solche gerade Linien darstellen, die durch die beiden 
festen Puncte v=—P, oder P', und oder P, 
gehen. Wir erhalten aber einen andern Satz, wenn wir (—ß) und (—«) 
für die beiden veränderlichen Gröfsen nehmen und also folgende Gleichung: 


vatrevtpv= 0, 


= 0, 
construiren. Die durch diese Gleichungen dargestellte gerade Linie geht 
durch den festen Punct v=—f, z=—e) d. h. durch (, den Kreu- 
zungspunct derjenigen drei xraden Linien, welche die Winkelpuncte des 
umschriebenen Dreiecks PP/P” mit den gegenüberliegenden Berührungs- 
puncten O’ und verbinden. 


oder: 


Wenn wir von irgend einem Puncte (x‘, v’) gerade Linien nach 
den Winkelpuncten des Coordinaten-Dreiecks ziehen, so bestimmen die 
Durchschnitte derselben mit den Seiten dieses Dreiecks ein neues Drei- 
eck UF Die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke schnei- 
den sich in solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen, und diese 
gerade Linie wird durch (3.) dargestell. Wenn der Punct (/, «') 
aufirgend einer, durch die Winkelpuncte desDreiecks 000" 
gehenden Linie zweiter Ordnung fortrückt, so dreht sich 
diese geradeLiinie um einen festen Punct. (Dieser Satz ist von 
Herrn Steiner ın einem frühern Hefte dieses Journals zur Beweisfüh- 
rung vorgelegt worden. Ich bemerke beiläufig, dafs bei dem analogen 
Satze ım Raum, an die Stelle der beliebigen, dem Dreieck umschriebenen, 
Linie zweiter Ordnung irgend eine Fläche dritter Ordnung triit, ın wel- 
cher die sechs Kanten eines Tetraöders liegen.) 


32. Wenn wir ın der Gleichung (1.) der vorigen Nummer nicht 


ß und «, sondern — und vn als veränderliche Gröfsen construiren, so er- 


7 
halten wir, nach derselben Verfahrungs- Weise, nun nicht mehr gerade 
Linien, die durch denselben Punct gehen, sondern Linien zweiter Ordnung, 
die, aufser in den drei Coordinatenpuncten, sich noch in einem vierten 
festen Puncte schneiden .Die Bestimmung dieser Curven hat keine Schwie- 
rigkeit. 

33. Wir können auch von der Gleichung (2.): 


“ 
"x 
- 
2 
| 
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Vatuv= ur, 
als der Gleichung einer gegebenen geraden Linie, ausgehen, und indem wir 
(+v‘) und (*u‘) als veränderlich betrachten und irgend einen Punct die- 
ser Linie durch (?, d) bezeichnen, zu der Gleichung einer Linie zweiter 
Ordnung: 
zurückgehen. Alle Linien dieser Ordnung, die wir auf diese Weise er- 
halten, indem der Punct (2, &) auf der gegebenen geraden Linie fortrückt, 
sehen durch den festen Punct (*=y/, u‘). Wenn (Taf. I. Fig. 4) MN 
die gegebene gerade Linie ist, und die Coordinatenlinien 00” und 0’0 
in den beiden Puncten Q und R schneidet, so ist S, der Durchschnitt von 
OR und der feste Punct (v/, 


Also: 


+ 


Alle Linien zweiter Ordnung, welche durch dieselben 
drei Puncte gehen, und in diesen dreiPuncten dieSeiten ei- 
nes veränderlichen Dreiecks berühren, in welchen einer 
der drei Winkelpuncte oder der Kreuzungspunct der von 
diesen Winkelpuncten nach den gegenüberliegenden Berüh- 
rungen gezogenen, geraden Linien auf einer gegebenen ge- 
raden Linie fortrückt, gehen durch noch einen vierten 
festen Punct. 

Wenn ein Wiınkelpunct auf einer geraden Linie fortrückt, so 
rücken offenbar auch die beiden übrigen Winkelpuncte und der Kreu- 
zungspunct auf geraden Linien fort, und wenn der Kreuzungspunct auf 
gerader Linie fortrückt, so thut es auch jeder Winkelpunct. 


Nach der Theorie der Recıprocität (des polairer reciprogues) er- 
halten wir aus dem Vorstehenden folgenden Satz: 


Wenn man in ein gegebenes Dreieck beliebig viele Linien zweiter 
Ordnung beschreibt, so entsprechen jeder derselben drei Berührungs- Chor- 
den, welche die drei Dreiecksseiten ın solchen drei Puncten schneiden, die 
in derselben geraden Linie liegen. Wenn irgend eine jener drei Be- 
rührungs- Chorden durch einen festen Punct geht, so thun es auch die 
beiden andern und jene letztgenannte gerade Linie: alsdann berühren 
alle Curven, aufser den drei Dreiecksseiten, noch eine con- 
stante vierte gerade Linie. 
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34. Für die Gleichung einer die drei Coordinatenlinien berüh- 
renden Linie zweiter Ordnung erhalten wir, nach der 19ten Nummer, 
folgende: 

1. —2 Bi — 0; 
wenn der Kreuzungspunct der drei von den Coordinatenpuncten nach den 
gegenüberstehenden Berührungen gezogenen geraden Linien der Punct 


(v=}, ?=}) ist. Bezeichnen wir irgend einen Punct der Curve 


durch @), so stellt die Gleichung: 
neun die drei Coordinatenlinien berührende Linien zweiter Ordnung dar, 


die alle durch den festen Punct 9= 4A) gehen und für welche 
der veränderliche Kreuzungspunct „Om 

Die Beziehung der Curve (1.) zu jeder Curve (?.) ist eine gegen- 
seitige. Der Kreuzungspunct der einen hat zu Coordinaten die recipro. 
ken Werthe der Coordinaten eines Punctes der andern. Sind daher 
irgend zwei Puncte der Curve (1.) gegeben, so erhalten wir zwei Curven 
(2.); diese beiden Curven schneiden sich ım Allgemeinen in vier Puncten, 
und die reciproken Coordinaten-Werthe dieser vier Puncte bestimmen die 
vier Kreuzungspuncte derjenigen vier Linien zweiter Ordnung, welche, 
im Allgemeinen, die drei Coordinatenlinien berühren und durch die bei. 
den gegebenen Puncte gehen. Die hierdurch angezeigte Construction ei- 
ner Linie zweiter Ordnung, die drei gegebene gerade Linien be- 
rührt und durch zwei gegebene Puncte geht, läfst sich, nach 
bekannten Sätzen, auf elementarem Wege ausführen. — 


35. Wenn wir durch die Gleichung: 
. = 
irgend eine algebraische oder transcendenie Curve darstellen, so erhal- 
ten wir die Gleichung einer zweiten Curve, wenn wir für und © ihre 
reciproken Werthe nehmen: 


2. = F(„u)=0. 
Die Beziehung der beiden Gleichungen zu einander ıst eine gegensei- 
tige. Im Allgemeinen ist, wenn die eine derselben algebraisch und von 
irgend einem mten Grade ist, die andere vom ?rnten Grade. Beide Cur- 
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ven sind durch gleichviele Puncte bestimmt. Wenn eine derselben gege- 
ben ist, so können wir so viele Puncte der andern construiren, als wir 
wollen. Wenn (1.) irgend eine gerade Linie darstellt, so stellt (2.) eine 
durch die drei Coordinatenpuncte gehende Linie zweiter Ordnung dar. 
Wenn daher, aufser diesen drei Coordinatenpuncten, noch irgend zwei 
Puncte dieser Linie gegeben sınd, so können wir zwei Puncte jener 
geraden Linie und dann wiederum so viele Puncte der Linie zweiter 
Ordnung construiren, als wir wollen (N. 7.). Wenn (1.) eine durch einen 
Coordinatenpunct gehende gerade Linie darstellt, so stellt (2) eine zweite 
solche gerade Linie dar. Wenn (1.) eine durch zweı Coordinatenpuncte 
gehende Lanie zweiter Ordnung darstellt, so stellt (2.) ebenfalls eine solche 
Linie zweiter Ordnung dar, und diese beiden Linien können auch ıiden- 
tisch dieselben sein, 

Durch drei Tangenten und einen der beiden Brennpuncte ist eine 
Linie zweiter Ordnung vollkommen bestimmt. Läfst man diese Linie 
sich so ändern, dafs der eine Brennpunct die Curve (1.) beschreibt, so 
beschreibt der andere Brennpunct die Curve (?.) (Nr. 8.). In dem Falle der 
Parabel liegt ein Brennpunet unendlich weit; wir können also für (1.) 
nach der ilten Nummer folgende Gleichung nehmen: 


sin sin @ 
und erhalten alsdann für (2.): 
sina@’ sine’ 


eine Gleichung, in der wir ohne Mühe die Gleichung des, um das Coor- 
dinaten-Dreieck beschriebenen Kreises erkennen. 

Theorie der Reciprocität.‘) 
36. Die Theorie der Reciprocität**) ist unstreitig eine der schön- 
sten und bedeutendsten Erweiterungen der Geometrie in neuester Zeit. 
in die Ehre ihrer ersten Erfindung theilen sich die H. H. Gergonne 


*) Umkein neues Wort eingufähren, werde ich diesen Ausdruck als die Uebertragung des 
Poncelet'schen „theorie des polaires reciprogues” gebrauchen, 

**) Aus der im Texte entwickelten analytischen Theorie der Reciprocität springt sogleich in 
„geomctrie de situation’ 
gehört, unmittelbar anf alle solche algebraische oder transcendente Curven, deren Gleichungen, be- 


die Augen, dafs sich jeder Satz, der sich auf geradeLinien bezieht, und zur 


zogen auf irgend ein Coordinatensystem, in Beziehung auf zwei ihrer Constanten linear sind, über- 
tragen und also unendlich vervielfältigen läfst, Da unsere Entwicklungen auf der Variation der 
Constanten beruhen, so erscheint, wie ich schon anderswo angedeutet babe, wenn wır noch einen 


x 
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und Poncelet. Ich meinerseits bin später auf einem sehr verschiede- 
nen, rein analytischen Wege und ohne eine conigue direcirice zu Hülfe 
zu nehmen, zu demselben Ziele gekommen, und habe, was immer der 
unschätzbare Vortheil der analytischen Methode ist, gleich von An- 
fang an der Sache eine viel allgemeinere Seite abgewonnen. Bine Eint- 
wicklung der analytischen Theorie der Keciprocität habe ich bereits im 
August 1328 an den verdienstvollen Redacteur der Annalen nach Mont- 
pellier eingesandt: ich kann hier nur ein paar Andeutungen geben, die 
in speciellerer Beziehung zu dem neuen Coordinatensysteme stehen. 

37. Es sei: 

=ı 
die Gleichung irgend einer geraden Linie, Wır wollen den leicht zu con- 
struirenden Punct ()=Öb, @==a) den Pol dieser Linie nennen. Es 
sei ferner (//, ©’) irgend ein Punct der geraden Linie; alsdann stellt: 
irgend eine gerade Linie dar, die durch den Punct (ö, a) geht und deren 
Pol, der obigen Definition gemäfs, der Punct (W, @) ıst. Also: 

Der geometrische für diePole aller geraden Linien, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, ı5t eine gerade 
Linie, deren Pol jener Punct ist. 

Auf diesen Satz läfst sich unmittelbar die ganze Theorie der »o- 
laires reciprogues gründen. Wir verweilen nicht hierbei, weil, aufser 
der Definition und der Construction des Poles, hier Alles gerade so sich 
verhält, wie bei dem gewöhnlichen Coordinatensysteme, und wollen 
nur ein Beispiel von der Verallgemeinerung dieser Theorie geben. 

38. Es sei: 


die Gleichung irgend einer geraden Ianie.e Wır wollen den Punct 
()=b, den Pol der geraden Linie nennen. sei ferner: 

B A 

— — 

die Gleichung irgend einer, durch die drei Coordinatenpuncie zehenden, 
Linie zweiter Ordnung. Wir wollen den Punct (Y=B, @=A) den Pol 


dieser Linie zweiter Ordnung nennen. Bezeichnet nun (W‘, firgend 


Schritt weiter gehen , die Reciprocität insbesondere auch mit der Theorie der Abwickelung (2 corie 


des developpees et developpantes) unter einem allgemeinen Gesichtspuncte, 


| 
| ab 
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einen Punct der graden Linie (1.), so stellt 
eine Linie zweiter Ordnung dar, die durch den Punct (2, «), d. h. durch 
den Pol von (1.) geht, und deren Pol, gegenseitig, der auf (1.) liegende 
Punct 9°) ıst. Also: 

Der geometrische Ort für die Pole aller Linien zwei- 
ter Ördnung, die aufser durch die drei Coordinatenpuncte, 
noch durch einen vierten festen Punct gehen, ist eine .ge- 
rade Linie, deren Pol dieser vierte feste Punct ist, und, ge- 
genseitig, der geometrische Ort für die Pole aller geraden 
Linien, die durch denselben festen Punct gehen, ist eine 
Linie zweiter Ordnung, deren Pol dieser feste Punct ist. 

Die Pole der Seiten eines gegebenen Sechsecks z. B. bestimmen 
ein neues Sechseck, dessen Seiten Bogen von Linien zweiter Ordnung 
sind, und die Winkelpuncte des gegebenen Sechsecks zu Polen haben. 
Wenn sich eine Linie zweiter Ordnung in das gegebene Sechseck be- 
schreiben läfst, so schneiden sich diejenigen Linien zweiter Ordnung, 
deren Bogen die gegenüberliegenden Seiten des zweiten Sechsecks sind, 
in solchen drei Puncten, die mit den drei Coordinatenpuncten auf der- 
selben Linie zweiter Ordnung liegen. Wenn sich um das gegebene Sechs- 
eck eine Linie zweiter Ordnung beschreiben läfst, so schneiden sich die- 
jenigen drei Linien zweiter Ordnung, welche durch die drei Coordinaten- 
puncte und die drei Paare von gegenüberliegenden Winkelpuncten des 
zweiten Sechsecks gehen, ın demselben Puncte u. s. w. 


39. Von der Vervielfältigung bekannter Sätze, worin eigentlich 
die Theorie der Reciprocität besteht, wollen wir ein einziges Beispiel geben: 
Wenn die gegenüberliegenden Winkelpuncte zweier Dreiecke auf drei, 
durch denselben Punct gehenden geraden Linien liegen, so schneiden sich, 
wie bekannt, die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke ın solchen 
drei Puncten, die in gerader Linie liegen. Diesem Satze entspricht, 
nach der vorigen Nummer, folgender: 


DreiLinien zweiterÖrdnung, welche durchirgenddrei 
feste (Coordinaten-)Puncte gehen, schneiden sich, paarweise 
genommen, noch in drei Puncten: legt man durch jeden die- 
ser Durchschnitte, dureh die drei Coordinatenpuncte und 


\ 
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irgend einen vierten festen Punct drei neue Linien dersel- 
benOrdnung, so schneiden diese die drei gegebenen, aufser in 
den drei: Coordinatenpuncten,nochin dreiPuncten, und diese 
sechs Puncte liegen auf einer und derselben Linie zweiter 
Ordnung. 

40. Wenn irgend eine Curve gegeben ist, so giebt es eine zweite 
Curve, welche alle durch drei feste Puncte (Coordinatenpuncte) gehende 
Linien zweiter Ordnung, deren Pole auf der ersten Curve liegen, um- 
hüllt, und deren Puncte wiederum die Pole der Tangenten der zweiten 
Curve sind. Der Grad der ersten Curve zeigt an, wie viele Linien zwei- 
ter Ordnung sich im Allgemeinen, durch die drei Coordinatenpuncte 
und einen vierten beliebigen Punct legen lassen, die die zweite Curve be- 
rühren; die Zahl der Durchschnittspuncte der zweiten Curve mit einer 
durch die drei Coordinatenpuncte gehenden Linie zweiter Ordnung zeig! 
an, wie viele Tangenten sich im Allgemeinen an die erste Curve legen 
lassen. 

Wenn die Gleichung der ersten Curve gegeben ist, so können wtı 
leicht die Gleichung der zweiten Curve finden; und umgekehrt. Wenn 
etwa eine zweite Curve durch die Gleichung: 

3. vw = F(b). 
gegeben ist, so erhalten wir die ihr zugehörige erste Curve, wenn wir 


zwischen der vorstehenden Gleichung (3.) undderGleic hung: 
B, 4 


und den beiden Differential- Gleichungen derselben: 
dı dın Bo 
dg (9), dp A—p’ 


und eliminiren und in der resultirenden Gleichung und@ füı 


B und £ schreiben. 

Wenn insbesondere die Gleichung (3.) eine gerade Linie darstellt, 
und demnach folgende Form hat: 

rd =1, 

so erhalten wir für die gesuchte Curve eine Linie zweiter Ordnung. Hier- 
aus ist, nach den Bemerkungen zu Anfang dieser Nummer, ersichtlich, 
dafs durch vier Puncte sıch im Allgemeinen zwei Linien zweiter Örd- 
nung legen lassen. Zugleich ergiebt sich dafs, da zwei Linien zweiter 
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Ordnung sich im Allgemeinen in vier Puncten schneiden, es eben so viel 
Linien zweiter Ordnung giebt, die durch drei gegebene Puncte gehen 
und zwei gegebene gerade Linien berühren. Wir müssen hier aus Man- 
gel an Raum abbrechen. 

Coordinaten-Verwandlung. 

44. Die Verwandlung der Coordinaten hat in dem neuen Systeme 
eine viel gröfsere Ausdehnung, als in dem gewöhnlichen Systeme. Da 
wir aber von derselben in diesem Aufsatze keinen Gebrauch machen, 
so beschränken wir uns auch hier nur auf einige Andeutungen. 

Die Gleichung einer geraden Linie, bezogen auf irgend drei Co- 
ordinatenpuncte, ist, in Beziehung auf \ und ®, vom ersten Grade und 
bleibt es, wie wir auch die drei Coordinatenpuncte anders annehmen mö- 
gen. Hiernach ist, wenn wır die Coordinaten irgend eines Punctes in 
dem einem Systeme \) und ®, und die Coordinaten desselben Punctes in 
dem andern Systeme Y und ® nennen: 

2, = 
a,b, c,.d,e und f sind Constante, die nach der bekannten Methode be- 
stimmt werden müssen. Wir wollen Beispielsweise den speciellen Fall 
»ehmen, dafs sich blofs (Fig. 5.) die eine Coordinatenlinie O0’ um den 
Punct 0 bis 00’ dreht, und den Winkel 00°N’ durch Y‘ bezeichnen, 
während wir den Winkel O0’C’ wie gewöhnlich Y nennen. Bei dieser 
Annahme ist offenbar 

3. 

so das: d=e=0, f=1ı. Da für den Punct O” zugleich Y, Y und © 
verschwindet, so ist auch e=0. Dividiren wır die Gleichung (1.) durch 


)=0, so kommt also 
ip 
+ ec. 


Für OO‘ erhalten wir folgende Gleichungen: 


sin), 
und für CN folgende Gleichungen: 


und mithin ergeben sich zur Bestimmung der Coefhcienten 5 und c aus 
(4) folgeude beiden Gleichungen: 


Pi 
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siny 
Hiernach erhalten wir: 
sin (7’— 7) sın y’ 
siny sin 


und endlich: 
I. Ysiny = (y’—y). 
Allgemeinere Coordinaten-Bestim mung. 

42. Wir haben in dem Bisherigen nur drei gerade Linien als 
Coordinatenlinien genommen. Wir können deren aber auch beliebig viele 
nehmen. Die Abstände irgend eines Punctes von solchen festen Coortli- 
natenlinien wollen wir durch 2, 9, r, s, £.. . bezeichnen. Alsdann 


stellt die Gleichune: 


irgend eine Curve dar, deren Ordnung durch den Grad dieser Gleichung 
angezeigt wird. Zwischen irgend dreien der verschiedenen Abstände fin- 
det eine lineare Beziehung Statt, und einen vierten Abstand können 
wir hiernach auch ohne constantes Glied durch drei gegebene auf lineare 
Weise ausdrücken, so dafs also, wenn wir durch a, b,c,a',b’, ec’, u. s. w. 
Constante bezeichnen, die von der gegenseitigen Lage der Coordinaten- 
linien abhängen: 


Wir wollen, wie bisher, auch ın dem Folgenden annehmen, die Glei- 
chung (1.) sei in Beziehung auf die verschiedenen Abstände p, 9, 7,5, 
homogen. 

43. Wir wollen, der Kürze halber, irgend eine homogene Func- 
tion des Grades von 9, 7, 5, durch U bezeichnen. Als- 


dann ist nach dem bekannten Theorem über die homogenen Functionen: 


dU dU dU dU 


Der erste Theil dieser Gleichung, gleich Null gesetzt: 


ist also die Gleichung der Curve selbst, die auch durch U =0 darge- 
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stellt wird. Beziehen wir aber in dieser letzten Gleichung die par- 
tiellen Differential- Coöfficienten auf einen gegebenen Punct der Curve, 
für welchen y=p',y=e, r=r,s=s', t=!t’ u. s. w., und betrach- 
ten mithin dieselben als constant, so stellt die letzte Gleichung, die wir 
der Kürze halber, bei dieser Voraussetzung, folgendergestalt schreiben 
wollen: 

3. 
eine gerade Linie dar. Diese Gleichung geht durch den gegebenen Punct 
der Curve, denn die letzte Gleichung wird nach dem oben erwähnten 
Theorem befriedigt, wenn wir p=p', 9=9 .. setzen. Noch mehr, dif- 
ferentiiren wir die Gleichung (3.) und die Gleichung der gegebenen Curve, 
so ergiebt sıch: 

wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Gröfsen die 
besondern Werthe ... substituiren. Die durch die Glei- 
chung (3.) dargestellte gerade Linie ist also eine Tangente 
der Curve in dem gegebenen Puncte. 

Beschränken wir uns auf drei Coordinatenlinien, wie in dem Frü- 

hern, so erhalten wir hiernach für die Tangente in irgend einem gege- 


benen Puncte folgende Gleichung: 
dU dU 


wobei wir nach der Differentiation in den partiellen Differential- Coecfäci- 
enten für >, y und r diejenigen Werthe substituiren müssen, die sich 
auf den gegebenen Berührungspunct beziehen. Hiernach erhalten wir 
z. B., wenn die Gleichung der Curve vom zweiten Grade ist, sogleich 
die allgemeine Gleichung der i7ten Nummer. 

44. Wır können weiter gehen. Es führt uns das Theorem über 
die homogenen Functionen nicht nur zu der eben entwickelten, gewils 
sehr zierlichen Tangenten - Methode, sondern auch zu der Theorie des 
Contactes höherer Ordnung. Wir haben nehmlich nach diesem 
Theorem auch: 


dr 


U 


Der ersie Theil dieser Gleichung, gleich Null gesetzt, ist also die Giei- 


JE 
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chung der gegebenen Curve. Beziehen wir die partiellen Differential- 
Coöfficienten wiederum auf einen gegebenen Punct, dessen Coordinaten 
p,gyr',s',t’,... sind, und betrachten mithin dieselben als constant, so 
stell, wenn wir, bei dieser Voraussetzung, den ersten Theil der letzten 
Gleichung durch 7 bezeichnen, die Gleichung: 
4.W=o0 

eine Linie zweiter Ordnung dar, die aus denselben Gründen, als in der 
vorigen Nummer die Tangente, durch den gegebenen Punct geht. Da 
auch diese Gleichung homogen und überdies vom zweiten Grade ist, 


so erhalten wir für die Gleichung der Tangente an die bezügliche Curve: 
wobei wir die Differential-Coöfhcienten auf den Berührungs- 


punct beziehen. DieseGleichung ist aber identisch mit der Gleichung (2). 
Da nemlich auch Fr eine homogene Function und vom (m—-1)ten Grade 


ist, so kommt: 


Der erste dieser Gleichung ist aber nichts Anderes als 
pP’ 
dafs also: 
aWw daU 
Auf ganz analoge Weise ıst auch: 
daW dU 
daW AU 
2(m—ı 


Die gegebene Curve hat also mit der durch die Gleichung (4.) darge- 
stellten Linie zweiter Ordnung in dem gemeinschaftlichen Puncte eine 
gemeinschaftliche Tangente. 


Wenn wir die Gleichung (4#.) und die Gleichung der gegebenen 
Curve zweimal differentiiren, so kommt offenbar: 
= 
wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Gröfsen die 
Coordinaten des Berührungspunctes substituiren. Die durch die Gleichung 
Crelle's Journal. d. M. V. Bd. 1. Elft. 5 
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(4) dargestellte Linie zweiter Ordnung hat also mit der gegebenen Curve in 
dem auf derselben gegebenen Punct einen Contact zweiter Ordnung. 
45. Es ist leicht einzusehen, dafs wir für jeden beliebigen auf der 
gegebenen Curve gegebenen Punct unmittelbar, nicht nur die Gleichung’ der 
Tangente, sondern auch die Gleichungen osculirender Curven erhalten. 
Wenn der Grad der gegebenen Curve eine ganze Zahl ;st, so kommen 
wir, indem wir den Grad der Osculation immer steigern, endlich zu der 
Gleichung der gegebenen Curve selbst; wenn hingegen jener Grad ‚ein 
Bruch ist, so kommen wir auf dem angezeigten Wege zu Gleichihtgen 
nach allen Ordnungen osceulirender Curven. 
Hier würde es uns zu weit führen, wenn wiırın 
wickluugen über das neue Coordinatensystem eingehen wollten®#m 


schliefslich noch ein Beispiel der Behandlungsweise zu geben, wä u ‚ich 


den Beweis eines allgemeinen Satzes. 
Characteristische Eigenschaft der Curven aller Gr 
465. Wenn irgend eine Curve des Grades und irge 
Punct gegeben sind, so lassen sich, wie bekannt, ım Allgemeine 
dem gegebenen Puncte an die gegebene Curve m (m— 1). Tan; 
legen, und alie zn (m — 1) Berührungspuncte liegen auf einer’Curve des 


(m — Grades. DieseCurve hat man die Polarcurve.des gege- 
benen Punctes inBeziehung auf die gegebene Curve gefjnn: 
(courbe polaire du point par rapport @ la courbe directrice proposce). "m 
Wenn wir diese Benennung beibehalten, so haben wir folgenden Satz: 
Wenn irgend eine Curve des nten Grades und ırgend 
n Puncte, die auch beliebig zusammenfallen können, gege- 
ben sind, und wir construiren diePolarcurve des ersten ge- 
gebenen Punctes in Beziehung auf die gegebeneCurve, con- 
struiren, in Beziehung auf diese zweite Curve, die Polar- 
curve des zweiten gegebenen Punctes, dann, ın Beziehung 
auf diese dritte Curve, die Polarcurve des dritten Punctes 
und so fort, bis wir endlich zu einer Polarcurve des zten 
Punctes, die vom (m—n)tenGrade sein wird, gelangen: so ist 
diese Curve identisch dieselbe, in welcher Ordnung wir 


auch die gegebenen Punctemögen auf einander folgenlassen. 


*) Recherehes sur les lois generales qui regissent les courbes algebriques. Par M. Bobil. 
lier. Gerg. Ann, XIX p. 110. 
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Die Polarcurve der (m — n)ten Ordnung können wir also auf 


n(n-+-1) 
1.2 
dene Curven der (n—n--N)ten Ordnung, in Beziehung anf welche die 


Polarcurven der n gegebenen Puncte dieselbe Curve sind. Wenn z.B. 
m=n-1, so erhalten wir n Linien zweiter Ordnung, in Beziehung 
auf welche die Polaren der 2 gegebenen Puncte dieselbe gerade Liinie 
sind. 


verschiedene Arten construiren und erhalten zuvor z2 verschie- 


Um den vorstehenden Satz zu beweisen, wollen wir der Kürze 
halber die Gleichung der gegebenen Curve uten Grades, bezogen auf drei 
Coordinatenlinien, durch 


bezeichnen. Alsdann ist: 
dU dU dU 
die allgemeine Gleichung der Tangente, wenn wir die partiellen Diffe- 
rential-Coefficienten auf den Berührungspunct beziehen und >, 9 und r 


als veränderlich betrachten. Bezeichnen wir hingegen die Coordinaten 
dU dU dU 
dp’dg’dr 
tionen (n — ı)ten Grades der veränderlichen Gröfsen p,g und’, so erhält 
man: 


0 


irgend eines Punctes durch p‘, 9‘, r’, und betrachten als Func- 


1, == 0, 
für die Polarcurve des Punctes (r‘, 9‘, p‘) in Beziehung auf die gegebene 
Curve. Nehmen wir nach einander für den Punct (r‘, 9‘, p‘) die drei 
Coordinatenpuncte (r’, 0, 0), (0, 5‘, 0) und (0, 0, p‘), so verwandelt sich 
die letzte Gleichung nach einander in folgende drei: 

dU dU 

in die Gleichungen dreier Curven (m — })ten Grades, der Polarceurven 
des ersten, zweiten und dritien Coordinatenpunctes. Hiernach erhalten 
wir ferner für die Polarcurven des zweiten und ersten Coordinatenpunctes, 
ın Beziehung auf die erste und zweite dieser drei Curven, folgende Glei- 
chungen: 


dgdr 
Die ersten Theile dieser beiden Gleichungen sind nach den Grurmniregeln 
der Differentiation der Gleichungen mit mehreren veränderlichen Groölsen 


drdg 
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identisch dieselben. Hierin liegt der Beweis des obigen Satzes für den Fall, 
dafs n—=2. Indem wir je zwei der drei gegebenen Puncte zusammen- 
stellen, erhalten wir also folgende drei Polarcurven (m — 2)ter Ordnung: 
drdg drap dqdp 
Für die drei Polarcurven des dritten, zweiten und ersten Coordinaten- 
punctes, in Beziehung auf die erste, zweite und dritte dieser drei Curven, 
erhalten wir ferner nach dem Vorstehenden sogleich: 
_ 
drdgdp drdpdg 4 dqdpdr 
Gleichungen des (m—-Ö)ten Grades, die alle drei identisch sind. Hierin 
liegt der Beweis unseres Satzes für den Fall, dafs n=35. 

Um weiter zu gehen, wollen wir lieber wieder von der allge- 
meinen Gleichung (1.), die wir, der Kürze halber, UY’=0 schreiben, 
ausgehen. In Beziehung auf die bezügliche Curve erhalten wir alsdann 
für die Polarcurve irgend eines zweiten Punctes (r’‘, 9°, p‘‘) folgende Glei- 
chung: 


Q, 


du 


oder, wenn wir 


d? 


d? (g'r gr‘) + — 0. 


dqdr 
Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf p‘, 9‘, r‘ and er 


Bezeichnen wir dieselbe, der Kürze halber, durch U’ =0, so kommt: 
du! 


für die Gleichung der Polarcurve eines dritten Punctes (r’’, 9°, p’"). 
Entwickeln wir die letzte Gleichung, so kommen wir zu einer Gleichung, 
die in Beziehung auf die Coordinaten der drei Puncte symmetrisch ist; 
und, wenn wir auf diese Weise bis zu 2 Puncten fortschreiten, so er- 
halten wir offenbar eine Gleichung des (n—n)ten Grades, die in Be- 
ziehung auf die Coordinaten aller 2 Puncte symmetrisch 
ist. Hierin liegt der allgemeine Beweis unseres Satzes. 

Dieser Satz läfst sich nach der Theorie der Reciprocität verdop- 
peln und dann auch auf den Raum übertragen. 


du! 
dq 


du! 
==. 0, 
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Einige stereometrische Sätze, 
'mit Bezug auf die Aufgaben Bd. li. Hft. 3. S.292. No. 66. 


(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg. ) 


1. 

Die erste der beiden a. a. O. vorgelegten Aufgaben: 
„Wenn beliebige Puncte ın einer und derselben Ebene, in 
beliebiger Zahl 2, zu zweien durch gerade Linien so 
verbunden werden, dafs sich die verbindenden Linien 
nicht schneiden, so soll man finden, auf wie vielerlei 
Arten diese Verbindung möglich sei, ob die Zahl der 
verbindenden Linien verschieden, und welche die 
grölste, welche die kleınste Zahl sei,” 

gestaitet folgende einfache Behandlung. 


2. 

Durch die angegebene Construction erhält man ein Netz von Drei- 
ecken, welches von einem gewissen convexen Polygon eingeschlossen 
wird. Die Zahl der Spitzen dieses Polygons seı =#, die Zahl der in- 
nerhalb desselben liegenden Linien =, die Zahl aller Linien = /, die 
Anzahl der Dreiecke =d, so erhellet leicht die Richtigkeit folgender 
Gleichungen: 

_3d—k 


Setzt man nun den rechten Winkel =1, so ist die Summe der Winkel 


aller Dreiecke des Netzes 
%) 
-—— 3 o 


Da aber die Summe der Winkel am Umfange des einschliefsenden Po- 
lygons = 25—4 ist, und um jeden der 2—# innern Puncte vier rechte 
Winkel liegen, so ıst obige Summe auch 
— + = An—2k—4. 
Setzt man diese beiden Werthe einander gleich, so erhält man: 
z = 3(n—1) — 2k. 


| 

| 
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ıst aber oflendbar =r-+4, also: 

1. —#, 
und, wie leicht aus dem Obigen folgt: 

2. d= 2(r—ı) 
woraus durch Subtraction: 

3. 
d.h. die Differenz zwischen der Anzahl der verbindenden 
xeraden Linien und der Anzahl der Dreiecke ist immer um 
Fins kleiner als die Anzahl der gegebenen Puncte. 
Die gefundenen Formeln würden übrigens, wie leicht m die Au- 

gen fällt, auch gelten, wenn das einschliefsende Vieleck nicht gerade ein 
convexes wäre. 


3. 


Z und d erhalten also ıhre De 


kleinsten 
Werth erhält. Offenbar ıst aber =3, Max. Also 


tgröfsten 
4, Max. =3(n—2), Min. =2n—3, 
5. Max. d=2n—95, Min. d=n—2. 
4 
Elıminirt man rn aus (1.) und (2.), so erhält man: 
6b. 
d.h. die Differenz zwischen der doppelten Anzahl der ver- 
bindenden Linien und der dreifachen Anzahl der entstan- 
denen Dreieke ist ımmer der Anzahl der Seiten des ein- 
schliefsenden Polygons gleich. 


Ist ın einem von lauter Dreiecken eingeschlossenen Polyäder die 
Anzahl der Kanten =Ä, die Anzahl der Ecken =E, die Anzahl der 


Werthe, wenn # seinen 


Seitenflächen = F, so läfst sich eine Seitenfläche als einschliefsendes 
Polygon der übrigen betrachten, und man erhält aus (1.) und (2.) für 


K= 3(E—?2), =: 2(E—2), 
wobei zu bemerken, dafs man zu dem aus (?.) erhaltenen Ausdrucke für 7 
noch ı für das als einschliefsendes Polygon betrachtete Dreieck addiren mufs. 


Diese Resultate werden durch den Eulerschen Satz, nach welchem 
= 


3 


| 
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ist, bestätigt. Sind nemlich die Seitenflächen lauter Dreiecke, so ıst 
offenbar: 


2K 
3F 


F=2(E—2, K=3(E—2), 
wie vorher. 
6. 
Als Maafs eines körperlichen Winkels wollen wir, uns nun näher 
zu der zweiten a. a. O. vorgelegten Aufgabe wendend, das zwischen den 
ihn begränzenden Ebenen enthaltene Segment einer aus seiner Spitze als 
. Mittelpunct mit dem Radius = ı beschriebenen Kugelfläche betrachten, 
und der sphärische Octant soll die Einheit der körperlichen Winkel, der 
Kreisquadrant für denselben Radius die Einheit der ebenen Winkel sein. 
In einem beliebigen Tetra&@der bezeichne man die den körperlichen 
Winkeln 4, B, C, D gegenüber liegenden Seitenflächen durch a, 5, ec, d, 
und die von je zwei Seitenflächen eingeschlossenen Flächenwinkel durch 
die beiden diesen Seitenflächen entsprechenden Buchstaben, in Parenthe- 
sen eingeschlossen, so hat man nach einem sehr bekannten Satze vom 
sphärischen Dreieck: 

4= 

B= (ac)+ (ad) + (cd) —2, 

C = (ab) + (ed) — 2, 

D= (a) +) 

A+B+C+D=2{ab) —S 
folglich, wenn man die Summe der körperlichen Winkel durch 5, dıe 
Summe der Flächenwinkel durch 3 bezeichnet: 

8 = 23 
d.h. in jedem Tetraäder ist die Summe der körperlichen 
Winkel um 8 kleiner als die doppelte Summe der Flächen- 
wınkel, oder gleich der doppelten um vier verminderten 
Summe der Flächenwinkel, Alles in den obigen Maalsen 


ausgedrückt. 
T. 


Eine beliebige Pyramide von & Seiten kann immer in «—2 Te- 
tra@der zerlegt werden. Für diese einzelnen Tetraöder ist in leicht zu- 


x 
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verstehenden, den obigen ähnlichen Zeichen; 
=223,—85, 
= 22,—5, 
= 22, —8, 
= 22... —8; 
Sind nun 5, Z die Summen der körperlichen- und Flächenwinkel der 
Pyramide, so ist offenbar: 


+5, 

und, weil in der Grundfläche «— 3 Diagonalen gezogen sind, an deren 
jeder zwei Flächenwinkel der Tetra@der liegen, welche Nebenwinkel von 
einander, und folglich zusammen —=2 sind; 
3 +23, +9 +:...+2,.— 2% —3), 

$ = 2/3 +2(&—3)} — 8(&—2), 

I. = —4a—ı), 

d. h. in jeder Pyramide ist die Summe der körperlichen 
Wınkel gleich der doppelten Summe der Flächenwinkel, 


weniger der vierfachen um Eins verminderten Seitenzahl 
der Pyramide. 


woraus; 


8. 

Ein beliebiges Polyeder werde von a Dreiecken, 6 Vierecken, 
ce Fünfecken, d Sechsecken, u. s. f. eingeschlossen. Innerhalb desselben 
nehme man einen beliebigen Punct an, und ziehe von demselben nach 
allen Ecken gerade Linien, so wird das Polyeder in ao dreiseitige, 5 vier- 
seitige, € fünfseitige, d sechsseitige, u. s. f. Pyramiden zerlegt. Bezeich- 
net man nun die Wınkelsummen in allen @ dreiseitigen, 5 vierseitigen, 
e fünfseitigen, d sechsseitigen, u. s. f. Pyramıden durch: 

(2,), (29), 5 


50 ergiebt sich aus dem Bewiesenen leıcht: 
= 2(2,) — 4.20, 
($,) = 2(2,) — 4.35, 
($,) = 2(Z,) — 4.4e, 
= 2(Z,)— 4.94, 


> 
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Sind aber S, 3 die Winkelsummen des Polyäders, E die Anzahl seiner 
Ecken, folglich auch die Anzahl der von dem innerhalb angenommenen 
Puncte an die Ecken gezogenen geraden Linien, um deren jede 4 rechte 
Winkel liegen; so erhellet leicht, dafs 

S)+&)+ 

+—4E. 


$+8 = — 42a 
= 23 — 42a H3b 
Nach einer bekannten Folgerung aus dem Eulerschen Satze (Crelle’s 
„Lehrbuch der Elemente der Geometrie. Il, Berlin 1826, 
3. 546. 4”) ist aber 


2a --3b HicH5d-+.... +2 
= 283 — 2). 
Die Anzahl der Seitenflächen, welche wir durch F' bezeichnen wollen, 
ist aber offenbar und folglich: 
10. $ = 
d.h. ın jedem Polyeder ist die Summe der körperlichen 
Wınkel gleich der doppelten Summe der Flächenwinkel, 
weniger der vierfachen um 2 verminderten Anzahl der 
Seitenflächen. 
Für die zseitige Pyramide ist !=%-H1, woraus 
ganz wie oben (7.). 
Man kann die Gleichung auch so schreiben: 
11. AF—2), 
und es ist folglich, da immer F>2 ist, in jedem Polyeder: 
11. 
Auch erhellet aus (11.), dafs 2°—S immer eine durch 4 theilbare 
ganze Zahl ist. 


Also 


Also 


g, 
Nach dem Eulerschen Satze isst Also auch 
13. = 4 K—E), 
Crelle’s Journal. d. M. V. Bd. 1.Ift. 6 
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so dafs also in jedem Poly&äder der Unterschied zwisch'en 
der doppelten Summe der Flächenwinkel und einfachen 
Summe der körperlichen Winkel dem vierfachen Unter- 


schiede der Kanten und Ecken gleich ist. 


Ist das Poly&der von lauter «Ecken eingeschlossen, so ist Ä= 


2 ’ 
woraus mittelst des Eulerschen Satzes sich leicht ergiebt: 
11. 


a—2 a—2 
Also für a=3, d, h. für Körper, welche von lauter Dreiecken be- 
sränzt sind: 15. $=232—8(E-3), 
10. 

Ist das Poly&der regulär, so sei jeder Körperwinkel = 77, jeder 
Flächenwinkel =w, so ist offenbar $S=EJ7, Z=Kw. Folglich nach (13.): 
16. 2Kw— EV = 4(K—E) = 4(F—2). 

Also für das reguläre Tetraeder: 
17. Nw— =85, 
Für das Octaeder: 
= 24, 4w— 
Für das lcosaeder: 
Für das Hexaöder: 
Für das Dodecaeder: 
Das Tetra@der, Hexaöder und Dodecaäder haben also die 
gemeinschaftlicheEigenschaft, dafs /=2, 3w=W +2, 
d. h. dafs der dreifache Flächenwinkel dem um zwei vergrö- 
fserten körperlichen Winkel gleich ist. 
11. 
Bezeichnet & die Summe aller ebenen Winkel der Seitenflächen 
des Polyeders, sp ist (Crelle a. a. ©. II. S. 679.): 
= 4E—2),, E = 
woraus sich mittelst (13.) leicht ergiebt: 
22. = 4(KÄ—2); 
folglıch ıst z. B. ım Tetra&der, wo K=6 ist: 


—S = 16. 


us 
pe 
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Ist das Polyeder von lauter &Ecken eingeschlossen, so it &E= (22 47, 
woraus mittelst (10.): 


folglich für von lauter Dreiecken eingeschlossene Körper: 
$S—22+25=8, = 
17. 

Erweitert man die Seitenfiächen des Polyäders über die Ecken 
hinaus, so entsteht an jeder Ecke ein körperlicher Winkel, welcher als 
Scheitelwinkel dem entsprechenden innern Körperwinkel gleich ist. Jo- 
der aufserhalb entstehende Körperwinkel hat eben so einen ihm gleichen 
Scheitelwinkel. Setzen wir die Summe der äufsern Körperwinkel = ’, 
so ist offenbar =8E S’+S=4E; folglich nach (10.): 

| 4E —S' = —4Al—o), 


woraus leicht folgt: 
AU, — (E-- 7) — A K, 


d. h. in jedem Polyeder ist die Summe der äufsern Körper- 
wınkel nebst der doppelten Summe der Flächenwinkel der 
vıerfachen Anzahl der Kanten gleich, und also auch S'-+2T 
immer eine durch 4 theilbare ganze Zahl. 

13. 

Von diesen Sätzen läfst sich auf die zweite a. a.Ö. vorgelegte Aufgabe: 
„Beliebige Puncite im Raume, in beiiebiger Zahl m, 
werden zu zweien durch geraden Linien, und zu Jreien 
durch Ebenen ımmer so verbunden werden können, dafs 
sich die verbindenden Linien und Ebenen nicht schnei- 
den. Es fragt sich, auf wıe vielerlei Arten diese Ver- 
bindung möglich sei, ob die Zahl der verbindenden Li- 
nien und Ebenen verschieden, und welche die gröfste, 
und welche die kleinste Zahl sei” 

folgende Anwendung machen. 
14. 

Durch die angegebene Construction wird immer ein in mehrere Tetrae- 
der zerlegtes convexes Polyäder erhalten. Die Anzahl seiner Ecken sei =#, 
die Anzahl der verbindenden Linien =/, die Anzahl der verbindenden Mrei- 
ecke ==d, die Anzahl aller Tetraöder =. Die Anzahl der auf der aufsern 
Überlläche des Polyäders liegenden Linien und Dreiecke seı =x und =y, 


3 
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die Anzahl der innern Linien und Dreiecke aber =x’und=y‘, so ist offenbar 

Da ferner jedes Tetra@der vier Dreiecke zu Seitenflächen hat, so erhel- 

let leicht die Richtigkeit folgender Gleichung: 


Auch ıst nach (7.) 


Folglich 

235. d—2t =k—2. 

Ferner ist in den einzelnen Tetraödern, wenn man sich einer ähnlichen Be- 
zeichnung wie oben (8.) bedient: 
—Ö, 
8, 
22, 


| 


= 
+... +2)— 
Da nun r—* Puncte innerhalb des Polyöders liegen, und die Summe 
der körperlichen Winkel an jedem dieser innern Puncte =8 ist, so er- 
hellt sogleich, dafs, wenn 8, 3 die Summen der Körper- und Flächen- 
winkel des Polyäders sind: 
und eben so leicht, dafs 
3, +2. +23+... +23 = 
= = +6) 
ıst. Folglich hat man: 
—3E +6) — 
Da aber die Anzahl der Seitenflächen = y =2%5—% ist, so ist nach (10.) 
= 23 — —6), 
welches, für $ in obige Gleichung gesetzt, nach einigen leichten Reduc- 
tionen giebt: | 
Eliminirt man Z aus (25.) und (26.), so erhält man 
27. 2l—d=2n 
und, wenn man aus derselben Gleichung, oder auch aus den beiden letz- 


| 

| x=3k—6, 
ten, eliminint: 
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d.h. dieSumme aller verbindenden Linien und Tetra&der we- 
niger der Anzahl der Dreiecke ist immer um Eins kleiner 
als die Anzahl der gegebenen Puncte. 

15. 

Mittelst vorhergehender Analysis ergeben sich also nur zwei Glei- 
chungen, [(25.) und (26.)], zwischen den drei Gröfsen /, d, t; und diese 
Gröfsen können folglich blofs durch 2 und # nicht bestimmt werden, 
vielmehr mufs immer noch eine dieser drei Gröfsen gegeben sein, wenn 
man die beiden andern finden soll. Da hier offenbar Min 4 —=4, Maxk= 
ist, so ergiebt sich aus den gefundenen Gleichungen leicht: 

29. Max(d—2t) = n—2, Min(d—2t) = 2, 
30, =2n—3, =n-+ı, 
31. Max(2/—d) =3n—4, Min(@l—d) = 2n, 


kleinstenf 


die Anzahl der Ecken des einschliefsenden Polyüders am 
kleinsten 
Auch folgt hieraus leicht: 
Max (d— 27) — Min (d — 27) 
32. (= Max (!—!) 
Max (2!— d) — Min (2l—.d) 
so dafs also die Unterschiede zwischen diesen Maximis und 
Minimis alle einander gleich, nemlich alle=n—4 sind. 
Eben so construirt man mittelst der gefundenen Formeln leicht 


folgende Tafel. 


Werthe dieser Differenzen treten ein, wenn 


Wenn die = 


gegeben:f Grüfse 


2t-ı-n—2 
2(l!—.n) 


| 
per 
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16. 
Die Zahl der Puncte, in welchen 3, 4, 5, 6, u. s. f. verbindende 
Linien zusammenstofsen, sei @,, bi, Cı, dı, U. 8. w., so erhellet leicht, dafs 


3a, +46, +50,+6d,-+.... 
33. = 
ist, woraus sich mittelst (26) und (25.) leicht ergiebt: 
9b ; 
so dals also ımmer sowohl 3, +45, +54, +6d,+...., als 
auch +25, 735 &dı .... eine gerade Zahl, und die An- 
zahl der Dreiecke gerade oder ungerade ist, je nachdem die 
Anzahl der Ecken des einschliefsenden Polyäders gerade 
oder ungerade ist. 


Da 


8o ist auch ımmer Fa + --...., d. die Ge- 
sammtzahl aller der Puncte, in welchen verbindende Linien 
in ungerader Änzahl zusammenstofsen, eine gerade Zahl. 
17. 
Bezeichnet man ferner durch «‘, b’, c‘, d’, u. s. w. die Zahl der 


Verbinrdungslinien, ın denen 2, 3, 4, 8, u.5. w. Dreiecks- Ebenen zusam- 


menstofsen, so erhellet leicht, dafs 


30. d= 3 


also immer 20 +5d-+.... eine durch 3 theilbare 
Zıahl ıst. 


18. 
Da 
3a +5, +...., 


= 9a, +125,4+ ...., 
ist, so erhält man nach .(?7.): 
+ 126, + 1dd, +... 
+ 3b + dan 
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Folglich ıst immer 
+2, 
em: 
eine durch 3 theilbare Zahl. 
14. 


l=a. c +d -+...., 
67 = 6a’ +65’ + ...., 
3d=2ua 


Da offenbar 


ist, So ist 

ka’ Hd — — —.... 

= 6n + 3k— 12 [M. v. (27.)]; 
folglich immer 
oder auch: | 
20. 
Aus dem Vorhergehenden hat man: 


folglich 
=3/-+3. 


(%.)]; 
Also ıst AA— 358 ımmer eine durch 3 theilbare Zahl, die, 
von na völlig unabhängig, blofs durch 4 bestimmt wird. 
41. Min(4A—30) = 0, Max(1A— 30) = 3(n —4). 


Im Tetra&der ist k=4; also im Tetraöder immer 4A=3), oder 


Also 


2(, 
Überhaupt ist immer 
2(,+2c +34, = 3(k—4), 


2. 2, — ce) = 3(k— 4) 
auch immer eine durch 3 theilbare Zahl. 
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23. 
Mittelst (25.), (26.), (27.), (40.) erhält man ohne Schwierigkeit: 


43. +38, 
20. 
22. 


Zwischen den drei Gröfsen b d, £ haben wir die beiden Glei- 

chungen: 
t=1—n—k+3 (77. 26.) 
wodurch also diese Gröfsen nicht völlig bestimmt werden. Übrigens fällt 
leicht in die Augen, dafs die Lage der gegebenen Puncte ım Raume so 
unendlich verschieden sein kann, dafs auch diese Gröfsen unendlich viele 
\Werthe haben können. Die eine derselben mufs gegeben sein, wenn die 
Bestimmung der beiden andern möglich sein soll. indessen erhellet aus 
grölsten 


grolsten 


obigen Gleichungen, dafs d, t am 
kleinsten! 


werden, wenn Z/am | 


kleinsten 
grofsten 
sten werden, wenn die gegebenen z Puncte eine solche Lage im Raume 
haben, dafs sie alle in einer Ebene liegen, und wenn sie ferner in die- 
ser Ebene so liegen, dafs / ein Minimum in derselben wird. Nimmt 
man nun hierzu, dafs in diesem Falle offenbar £==0 ist; so erhält man 
nach (4#.) und (D.): 
44, Min/=2n—3, Mnd=n—2, Min’= 0. 


und zugleich Ä am | wird, Es wird aber offenbar / am klein- 


Setzt man ın den obigen Gleichungen für d, £ den gröfsten Werth von 


k,=n,und /=2n—3, so wird 
t=2an—5—n—n43 = 0, wie vorher. 
23, 


Auf der andern Seite erhellet eben so leicht, dafs rn gegebene 
Puncte im Raume gewils immer eine solche Lage gegen einander ha- 
ben können, dafs wenn sie je zweı durch gerade Linien verbunden wer- 
den, diese geraden Linien sich nicht schneiden, wenn sie sich auch ge- 
senseitig durchkreuzen können. Die Anzahl dieser Linien ıst 
und gröfser kann die Anzahl der verbindenden Linien nie werden. 
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24. 

Es entsteht nun dıe Frage, ob, wenn z Puncie überhaupt zu zweien 
so verbunden sind, dafs die verbindenden Linien sich nicht schneiden, 
diese Puncte dann auch immer zu dreien durch sich nicht schreidende 
Ebenen verbunden werden können. Wir wollen einmal annehmen, dafs 
dies für jede 2—1, durch sich nicht schneidende Linien zu zweien ver- 
bundene Puncte gelte, und man habe nun z Puncte, die ebenfalls durch 
sich nicht schneidende Linien zu zweien verbunden sind. Man denke 
sich einen dieser Puncte 4, also auch alle von demselben ausgehende 
gerade Linien 4B, AC, AD, AE u. s. w., hinweg, so sind die übrigblei- 
benden 2—1 Puncte offenbar noch durch sich nicht schneidende gerade 
Linien zu zweien verbunden, und können folglich nach der Annahme 
auch durch sich nicht schneidende Ebenen zu dreien verbunden werden. 
Nun setze man £ nebst den Linien 45, AC, AD, AE, u. s. f. wieder, 
und lasse von jenen Ebenen alle die hinweg, von welchen diese Linien ge- 
schnitten werden, so wird ein Polyäder zurückbleiben, dessen Oberfläche 
entweder einen concaven Theil hat, in welchem die Puncte B, €, D, E, 
u. 8. f. liegen, oder aus welchem innerhalb gewissermafsen ein Polyöder, 
dessen Ecken dieselben Puncte sind und ın dessen innerem Raume der 
Punct £ liegt, herausgeschnitten ist. Legt man nun durch den Punct 
A und die sich nicht schneidenden Linien, welche die Puncte A, C, D, E, 
u. s. f. verbinden, Ebenen: so werden nun offenbar auch die ım Raume 
gegebenen, durch sich nicht schneidende gerade Linien verbundenen 
n Puncte, durch sich nicht schneidende Ebenen zu dreien verbunden sein, 
so dafs also unser zu beweisender Satz für 2 Puncte gilt, wenn er für 
n—1 Puncte gilt. Für vier Puncte im Raume gilt er aber offenbar ım- 
mer, und ist demnach allgemein. Für fünf Puncte 4, B, C, D, E (Taf. l. 
Fig. 6.) sei z. B. die Zahl der sich nicht schneidenden verbindenden 
Linien = 10, so sind die sich nicht schneidenden verbindenden Ebenen 
ABC, ABD, ABE, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE an der Zahl = 9, 
wie es nach unsern Formeln auch sein muß, da d=2/—2an—i 4 = 
2.02, 


23. 
Da nun die möglichst gröfste Anzahl von 2 war (23.), 
da diesen sich nicht schneidenden Verbindungslinien immer eine gewisse 
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Anzahl sich nicht schneidender Verbindungs- Ebenen (24.) und dadurch ge- 
bildeter Tetra@der entspricht, und da aus dem Maximo von / und Minimo 
von # das Maximum von d und £ resultirt (22.), das Minimum von # 
aber offenbar =4 ist, so ist nach (22.): 

Maxd=nn— 

Maxi 
woraus sich leicht ergiebt: 
45. Max/= zn{n—ı), Maxd = n(n—3), Maxt = in(n—3)—1. 
Für n=5 z.B. ıst Max /=10, Maxd= ı0, Maxt=4, und man fin- 
det diese Resultate leicht bestätigt, wenn man sich fünf Puncte denkt, 


von denen einer innerhalb des durch die vier andern gebildeten Tetraö- 
ders lıegt. 
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3. 
Allgemeine und vollständige Berechnung aller beim 
Gleichgewichte mit Rücksicht auf Zapfenreibung 
vorkommenden Bestimmungsstücke. 
(Von dem Herrn Dr. G. S. Ohm zu Berlin.) 


Schon vor längerer Zeit wurde ich durch eine äufsere Veranlassung b£- 
wogen, die Probleme der Zapfenreibung in einer gröfseren Ausführlich- 
keit zu behandeln, als diefs gewöhnlich zu geschehen pfiegt; dadurch 
gelangte ich zu nachstehenden Resultaten, die mir einer öffentlichen Mit- 
theilung nicht unwerih schienen. Die Behandlung solcher Aufgaben 
wird eine andere, je nachdem an der zu berechnenden Maschine Zapfen 
und Zapfenlager beide, oder nur die einen von beiden beweglich sind. 
Daher werde ich zunächst den Fall behandeln, wo die Zapfenlager un- 
verrückbar fest angenommen werden, und erst später den andern Fall, 
wo, wie in der losen Rolle, nicht blofs die Zapfen, sondern auch die Za- 
pfenlager als beweglich angesehen werden müssen, noch besonders beriück- 
sichtigen. Jedesmal aber ist zum leichten Überblick des Ganzen erfor- 
derlich, dafs ich in gedrängter Kürze einige allgemeine Eigenthümlich- 
keiten der Reibung der jedesmaligen Untersuchung voran gehen lasse. 
1) Wenn ein beweglicher Körper Z mit einem ebenen Theile 
seiner Oberfläche auf der ebenen Fläche eines andern Körpers P, den 
wir uns zunächst unbeweglich denken wollen, ruhet, und nun auf den 
beweglichen Körper 4 Kräfte einwirken, die sich auf 2? andere R und 5 
zurückführen, von denen die erste Ä{ den Körper £ ın senkrechter Rich- 
tung gegen die Ebene, auf der er ruhet, antreibt, die zweite Ö aber den 
Körper Z ın einer mit der gedachten Ebene parallelen Richtung zu be- 
wegen strebt, so müfste, wenn aufser den genannten Kräften keine an- 
dern zwischen beiden Körpern thätig wären, und die Kraft A ın Folge 
des Widerstandes der Ebene, gegen welche sie gerichtet ist, nıcht fähig 
wäre, den Körper 4 ın Bewegung zu setzen, dieser Körper doch noch ver- 
möge der Kraft $ längs der Ebene, gegen die er angedrückt wird, hin- 
gleiten, und es mülste, um dieses Verschieben des Körpers / an dem 


vu 


4 


‘ 
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Körper D zu verhüten, jenem eine der S völlig gleiche und ihr gerale 
entgegengesetzt wirkende Kraft mitgetheilt werden. Die Erfahrung zeigt 
nun zwar, dafs der bewegliche Körper 4 durch eine der S gerade ent- 
gegengeseizte Kraft P in Ruhe erhalten wird, wenn P=S, zugleich 
aber auch, dafs diese Ruhe nicht jedesmal unterbrochen wird, sobald 
man die Kraft P kleiner oder gröfser als S nimmt, sondern nur dann, 
wenn diese Verminderung oder Vermehrung einen gewissen, dem Drucke 
Rt proportionalen Werth #2 übersteigt. Das Gleichgewicht erhält sich 
nemlich in dem Körper 4 so lange, als die Kraft P ihrer Gröfse nach 
nicht über die beiden Grenzen S—uR und S+uR hinaus fällt. Dabei 
bleibt die Zahl x stets dieselbe, wıe auch die Kräfte R und S sich ändern 
mögen, wenn nur die an einander geprefsten Ebenen der Körper A und 
B ihrer physischen Natur nach fortwährend dieselben bleiben; denn selbst 
die geometrische Form und Gröfse der an einander gedrückten Ebenen 
hat, wenn man von dem aus der Adhäsion der Theile hervorgehenden 
Widerstand absieht, auf den Werth von u keinen Einflufs. Aus dem 
Vorgebrachten erhellet sonach, dafs durch das Aneinanderdrücken zweier 
Körper eine Kraft an der Berührungsstelle beider erzeugt wird, die 
einer relativen Änderung dieser Berührungsstellen in der Richtung der 
Berührungs-Ebene nach allen Seiten hin ın dem Maafse, als sie dazu auf- 
gefordert wird, bis zu einer gewissen Stärke sich zu widersetzen im 
Stande ist. Diese den Charakter eines Widerstandes besitzende Kraft 
nennen wir die Reibung, und die von der physischen Natur der an ein- 
ander gedrückten Flächen abhängige Zahl x, wodurch das Maximum 
aR der Reibung angezeigt wird, den Reibungsco@fficienten. Der 
Werth des Reibungsco@flicienten ist für jeden in der Anwendung vor- 
kommenden Fall zunächst aus Beobachtungen abzuleiten; dann aber ist 
diese Zahl » in jeder spätern Rechnung als eine völlig bekannte Zahl 
stets anzusehen. 


2) Aufgabe 1. Eine horizontale Achse ruht mit ihren beiden 
Zapfen vom Halbmesser e in festen Zapfenlagern, und es wirken, in 
einer senkrecht auf diese Achse gestellten Ebene, Kräfte P, P/, P', u.s. f., 
deren Richtungen mit einer zu dieser Ebene gehörigen Horizontallinie *) 


*) Es fällt in die Augen, dafs statt der Horizontallinie jede andere Linie von unveränderlicher 
Richtung in der Ebene genommen werden könnte; aber die horizontale oder die verticale führt 


- 
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respective die Winkel «‘, f. bilden, und deren Entfernungen 
von der Umdrehungs- Achse beziehlich r, r’, r‘‘, u. s. f. sind; man soll 
die beim Gleichgewicht ohne Mitwirkung der Reibung vorhandenen Um- 
stände angeben. 

Auflösung. Nennt man S den Druck, welchen die beiden Za- 
pfenlager zusammen gerechnet beim Gleichgewichte ohne Reibung zu 
ertragen haben (wobei es bekanntlich gestattet ist, sich diesen Druck 
blofs in der Ebene, worin die Kräfte wirken, auf einen in der Verlän- 
gerung der wirklichen liegenden, aber dort nur gedachten Zapfen vor- 
zustellen), und ® den Winkel, welchen die Richtung dieses Druckes mit 
der angezeigten Horizontallinie macht, so geben die bekanntesten Ge- 
setze der Statik für die Auflösung obiger Aufgabe sogleich nachstehende 


Gleichungen: 


(4) \Ssin® = Psina P'sin@’-+- P’sine”’ .... 
Scos® = Pcos« + P’cos@®’ 
Von den doppelten Zeichen in der ersten Gleichung ist das obere zu 
nehmen, wenn die Kraft, zu welcher es gehört, die Ebene in demselben 
Sinne als die Kraft P zu drehen strebt; im. Gegenfalle ist das untere 
Zeichen zu setzen. Aus der ersten dieser Gleichungen läfst sich eine 
der Gröfsen P, r',.... durch alle übrigen ber 
stimmen, und die zweite und dritte der obigen Gleichungen dienen dann 
dazu, die Gröfse des durch die Achse gehenden Druckes S sowohl, als 
den Winkel ®, unter welchem er gegen die Zapfenlager ausgeübt wird, 
zu bestimmen. Quadrirt und addırt man nemlich die be’den letzten der 
Gleichungen (#.), so findet man: 
(Psine+ P’sina’ + P’sina”’ +...’ 
+ (Pcos«+ P’cosa’ + P’ cos#” 
dividirt man aber die zweite durch die dritte, so erhält man: 
P sin@ P’sin@’ + P’sine’ 
P cos@-+ + 
3) Aufgabe 2. Es bleibe alles noch ganz so, wie in der vori- 
gen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs jetzt zu den Kräften P, 
P,P”,...., welche unter sich im Gleichgewichte stehen, noch eine 


tangd = 


immer zu der leichtesten Ausdrucksweise, weshalb eine von diesen beiden in allen hier vorkommen- 
den Aufgaben jedesmal zur Bestimmung der Lage aller übrigen Linien gewählt werden wird, 


— 
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neue Kraft > hinzukommt, welche mit der Horizontallinie den Winkel 
nacht, und in der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse wirkt; 
ınan soll die Umstände aufsuchen, unter denen die im Maximo auftre- 
tende Reibung der Kraft » das Gleichgewicht hält *). 


Auflösung. Wir denken uns, um diesen Fall an den vorigen 
eng anschliefsen zu können, die in den Entfernungen r, r‘', r’,.... 
wirkenden Kräfte P, P%, P', .... auch jetzt noch als solche, die ohne 
Rücksicht auf Reibung unter sich im Gleichgewichte sich befinden, und 
„ennen. noch immer Ö den aus ihnen hervorgehenden Druck, so wie ® 
den Winkel, unter welchem dieser Druck geschieht, so dafs also zwischen 
noch immer die vorhin gefundenen Gleichungen (4.) Statt finden. Dage- 
sen wollen wır hier noch aufserdem durch 5’ den Druck bezeichnen, 
welcher bei dem Gleichgewichte unter Mitwirkung der Reibung im 
Maxımo auf die Zapfenlager ausgeübt wird, so wie durch ®’ den Winkel, 
unter welchem es geschieht. Dies vorausgesetzt, so ist aus der Natur 
ler Reibung, wie sie oben beschrieben worden ist, leicht zu entnehmen, 
dafs sie nur am Umfange der Zapfen an der Stelle, wo sich der Druck 
$ äufsert, und ın dem Maafse, als sie dazu aufgefordert wird, hervorge- 
sufen, und ın einer Richtung, die senkrecht auf der des Druckes 5’ steht, 
{hätig werden, dabei aber die Gröfse #S’ nie übersteigen kann. Es wird 
also alles noch ganz so wie bei der vorigen Aufgabe bleiben, nur mit dem 
Unterschiede, dafs zu den dortigen Kräften jetzt noch die Kraft >, welche 
unter dem Winkel » ım der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse 


'hatig ist, hinzukommt, und noch überdies die Reibung in der Entfer- 


nung des Zapfenhalbmiessers 2, deren Richtung senkrecht auf der Richtung 
des Druckes 5° steht, und. die jedesmal nach der Seite hin strebt, wo- 
durch sie einem durch die Kraft p beabsichtigtem Verschieben der Za- 
fen auf ihren Lagern gerade entgegenwirkt. Der Winkel, welchen die 


Richtung der Reibung mit der Horizontallinie macht, ist daher @— 90° 


Gerade die Allgemeinheit, in welcher obige Aufgabe gestellt ist, briagt ia Behandlung 
eine bedeutende Erleichterung. \Vollte man aber die Gröfse p wissen, um welche eine der Kräfte 
P,P, 7" ...., 2%. B. P, vermehrt oder vermindert werden kann, ohne dafs unter dem Zutritte 
der Reibung im Maximo das Gleichgewicht zu bestehen aufhört, so darf man nur r statt d setzen, 
und « statt nr, wenn die Kraft P um p vermebrt werden soll, dagegen «+ 180° stalt r, wenn die 


Kraft P um » vermindert werden soll, 
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oder 8°+-90°, je nachdem die Kraft p eine Ortsveränderung der Zapfen- 
puncte in demselben oder in entgegengesetztem Sinne hervorzurufen strebt, 
in welchem man das Wachsen der Winkel festgestellt hat. Um jedoch eine 
daraus entspringende doppelte Betrachtung zu vermeiden, wollen wir darın 
übereinkommen, dafs gleich von vorn herein alle Winkel &, »', @”, ...., 
® und ®’ jederzeit nach der Seite hin gezählt werden, welche der, wo- 
hin die Zapfenpuncte von der Kraft » im Falle einer Bewegung getrie- 
ben werden, entgegengesetzt ist, was sich aus der Lage und Richtung der 
Kraft » ın jedem besondern Falle zum Voraus leicht bestimmen läfst, so 
dafs der Winkel, den die Reibung mit der Horizontallinie macht, alle- 
mal © -- 90° wırd. Beschränken wir uns demnach hier auf den Fall, 
wo die Reibung ihren gröfsten Werih #5’ annimmt *), so erhalten wir 
ganz wie in der vorigen Auflösung zur Bestimmung der Umstände, 
welche das Gleichgewicht unter Mitwirkung der Reibung begleiten, fol- 
gende Gleichungen: 

uSe + Pr Pr + P'r" 
(B) \Ssın® = psiny-+ 4 Psine + + P’sina”’ 

= pcosn—uSsin®-- Pcos« +P’cos®’ + 

Was die doppelien Vorzeichen in der ersten dieser Gleichungen betrift, 
so gilt für sie nicht nur alles das, was schon bei den Gleichungen (#.) 
erwähnt worden ıst, sondern es ıst hier noch aufserdem zu bemerken, 
dafs von den vor p stehenden doppelten Zeichen das obere oder das un- 
tere genommen werden müsse, je nachdem p die Ebene, worin alle 
Kräfte liegen, in demselben oder in entgegengesetztem Sinne zu drehen 
bemüht ist, als die Kraft P, und dafs von den zu dem Gliede 1.5 p ge- 
hörigen Vorzeichen stets das entgegengesetzte von dem zu nehmen ist, 
welches vor p» gesetzt wird. 


Mit Zuziehung der Gleichungen (A.) gehen aber die Gleichungen 
(B.) in folgende einfachere über: 


*) WVenn die Reibung nicht mit ihrem vollen WVerthe x S’, sondern nur mit einem Theile 
a' S' jenes Werthes auftreten soll, wobei natürlicherweise immer 11’ x sein mufs, so bringt dies 
keinen andern Unterschied hervor, als dafs in den kommenden Gleichungen (B.) überall u’ statt ze 
gesetzt werden mufs. Man überzeugt sich so ganz einfach, dafs durch die angezeigte Aenderung 
alle folgenden Resultate auch noch für den Fall brauchbar werden, wo nur ein aliquoter Theil der 


vollen Reibung bei der Bildung des Gleichgewichts geweckt werden soll. 


| 


6 3 Ohm, über Zapfenreibung. 


pd= 
= Ssin® psinn, 
= Scos® + pcosn. 
Aus den beiden letzten der Gleichungen (C.) erhält man nun, wenn man 
sie quadrirt und addirt, folgende neue Gleichung: 
= 2pSoos(®—n) +P, 

welche, wenn man in sie für > seinen Werth aus der ersten von den 
Gleichungen (€.) setzt, übergeht ın: 


und aus dieser erhält man, durch Auflösung RUN für 5‘ folgenden 


Werth: u cos (p + u? — "(p 
1 + — u? 


oder, wenn man Zähler und Nenner durch 


m cos(P—n)+ Y(i (P— n) 


multiplicirt: 


— u cos (y—n)+ + u? — — u? sin? n)) 


Setzt man nun 


1 
cD 


so dafs also f eine blofs von u, rn und ®—n abhängige und eben des- 


wegen als bekannt anzusehende Zahl vorstellt, so folgt: 
und nun aus der ersten der Gleichungen (C.) sogleich auch: 


b) p= 
Ferner läfst sich mit Hülfe der gefundenen Werthe jetzt auch noch der 
Winkel ®, unter welchem beim Zutritte der Reibung der Druck $ auf 
dıe Zapfenlager geschieht, aus den beiden letzten von den Gleichungen 
(€) berechnen. Die genannten Gleichungen gehen nemlich mit Berück- 
sichtigung der eben für S’ und p gefundenen Werthe über in: 


sind — ucos®' sinn, 


co8 


cos®’ +-usin® = F + cos}; 
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Führt man daher einen positiven hohlen Winkel v von der Beschafien- 
heit ein, dafs tangy=« ist, welcher Winkel v stets spitz und kleiner als 
45° sein wird, weil die Zahl @ ıhrer Natur nach immer positiv und 
kleiner als ı ist, und setzt man in vorstehenden Gleichungen statt « 
überall tangv, so gehen sie auf bekannte Weise in diese über: 


sin (9 = F + — siny,siny, 


. COS p 


Da durch die Gleichungen (©.) sowohl der Sinus als der Cosinus von 
9 —v bestimmt wird, so erhält man in jedem Falle den Winkel © ohne 
die geringste Zweideutigkeit. Übrigens wiederhole ich hier noch ein für 
allemal die Bemerkung, dafs die bisher aufgestellten Gleichungen und die 
daraus abgeleiteten, welche noch folgen werden, nur unter der Voraus- 
setzung allgemein wahr sind, dafs man alle in ihnen erscheinenden 
Winkel nach der Seite hinauf fafst, die der, nach welcher die Zapfen von 
der Kraft » zu einer Drehung angereizt werden, gerade entgegengesetzt 
ıst, welche Bestimmung stets in der Willkühr dessen liegt, der die Auf- 
gabe behandelt. 


4) Die Gleichungen («.), (2.) und (©.) in Verbindung mit der 
Gleichung (&.) genügen zur Bestimmung aller beim Gleichgewichte un- 
ter Mitwirkung der Reibung eintretenden Umstände, und sind völlig ge- 
nau. Der leichte Gebrauch dieser Gleichungen in der Ausübung hängt 
ganz allein davon ab, dafs die Gleichung (&.) sowohl als die Gleichun- 
gen (©.) eine für die Rechnung bequemere Form erhalten. Wir wer- 
den weiter unten zusehen, was sich in dieser Hinsicht noch thun läfst; 
zuvor aber wollen wir noch einige allgemeine Bemerkungen über die 
in No. 3. erhaltenen Ausdrücke und deren Bedeutung machen. Vor Allem 
mache ich darauf aufmerksam, dafs der Werth f, wie ihn die Glei- 
chung (&.) giebt, seiner Natur nach nur positiv sein kann, weil ein ne- 
gativer Werth von f zu negativen Kräften führen würde, die unzulässig 
sind, da für jede Kraft alle möglichen Richtungen in die Rechnung auf- 
senommen worden sind, und deswegen das Zeichen — nicht sowohl 
einen Gegensatz in der Richtung, als einen Gegensatz in dem Wesen 
der Kraft anzudeuten hätte, der nicht denkbar ist. Aus diesem Grunde 
darf von den doppelten Zeichen vor dem Wurzeiwerthe stets nur dasje- 
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= = siny.cosn. 
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nige genommen werden, welches zu einem positiven Werthe von f führt. 
Dies geschieht zwar in der Regel nur durch das obere Zeichen, aber 
in manchen Fällen auch, wie wir finden werden, durch das untere. Au- 
[ser den für f sich ergebenden negativen Werthen, welche stets zu ver- 
werfen sind, können für f unter Umständen auch imaginäre Ausdrücke 
entstehen. Dies geschieht, wenn der unter dem Wurzelzeichen stehende 
Werth negatıv wird. In diesem Falle läfst sich für f überhaupt kein 
reeller Werth, weder ein positiver noch ein negativer, angeben, worin 
sich eine absolute Untnöglichkeit der Aufgabe ausspricht, die jedoch von 
einer ganz andern Art ist, als da, wo sich für f negative Werthe heraus- 
stellen, und die wir weiter unten näher kennen lernen werden, Übri- 
gens versteht sıch schon von selbst, dafs wenn ein Werth von f von der 
Auflösung ausgeschlossen werden mufs, auch der dazu gehörige Werth 
von ®', selbst wenn er möglich wäre, von ihr ausgeschlossen bleiben 
müsse, weil beide nicht von einander getrennt aufgefafst werden können. 

Die allgemeine Untersuchung der Natur des für f gefundenen Aus- 
druckes läfst sich durch nachstehende Betrachtung blofs auf einen Theil 
des ganzen Bezirkes zurückführen. Da nemlich in dem für f gefunde- 
nen Ausdrucke nur cos(®—n) und sin(®—„), und zwar letzterer nur im 
(Juadrate vorkommt, so erhält man für f, man mag dabei die obern 
oder die untern Zeichen gebrauchen, immer noch denselben Werth, wenn 
man —(P—ı) oder 360°— (®—1) statt ©—n in den Ausdruck für f 
setzt, weıl nicht nur 

c08% = cos(—x) und sın’z = sin’(—r), 
sondern auch 
= cos(360°’— x) und sin’x = sın?’(360°— x). 

Hieraus folgt, dafs der Werth von f derselbe ist, wenn nur die Rich- 
tung von > mit der Richtung von 5 denselben Winkel, gleichgültig ob 
nach der einen oder nach der andern Seite hin, bildet, und dabei ist es 
völlig einerlei, welcher von den beiden Winkeln ® und z der grölsere 
oder der kleinere sei. Man kann sich also bei der Untersuchung der zu 
den möglichen Werthen von ®— n gehörigen Werthe von f auf den 
einen Fall beschränken, wo ®—n einen positiven Winkel x zwischen 
0° und 180° vorstellt; denn verlangt man den Werth von f zu wissen, 
wenn ®— von der Form 360°— x, oder von der Form —x, oder end- 
lich von der Form — (360°—x) ist, so hat man jedesmal blofs den 


; 
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Werth von‘f zu nehmen, wo 9 —n=x ist, wobei x jedesmal einen 
nicht über 0° und 180° hinaus fallenden positiven Winkel bezeichnet. 
Es ist einleuchtend, dafs durch diese vorausgeschickte Betrachtung die 
Untersuchung des für f gefundenen Ausdruckes gar sehr erleichtert wird. 

Endlich wollen wir nech die Umstände kennen lernen, unter wel- 
chen der für f erhaltene Ausdruck ein Maximum oder Minimum wird, 
in Bezug auf die als unabhängig angesehene veränderliche Gröfse 9 — n. 

Es ist bekannt, dafs man die zum Maximum oder Minimum er- 
forderlichen Bedingungen des Ausdruckes f erhält, wenn man ihn nach 
®—n differentiirt und den Differentialquotienten gleich Null oder einem 
unendlich grofsen Werthe gleich setzt. Der genannte Differentialguo- 
tient erscheint aber in der Gestalt eines Bruches, dessen Zähler: 


u? cos(p —n) 
— — u? sin’ ) 


und dessen Nenner: 


ist; man kann demnach den Differentialguotienten auch so schreiben: 


—sin —r)+ 

und aus dieser Form lassen sich leicht folgende Bedingungen für das 
Maximum oder Minimum des Werihes f, in Beziehung auf den Winkel 
©-——n, herleiten: 

I. Der hier gegebene Differentialquotient wird mit / zugleich 
Null und unendlich. Da jedoch f im Sinne unserer Aufgabe den Werth 
Null nie annehmen kann, und ein an sich unendliches f eben so weniz 
statthaft ist, so hat man diese Bedingung, als eine in jetziger Betrach- 
tung bedeutungslose, nicht weißer zu berücksichtigen. 

II. Der obige Differentialquotient wird Null, wenn sin (@—.) =0 
ist, d.h. wenn entweder 4 = 0, oder P—n = + 180° ıst 

II. Der gedachte Differentialquotient wird Null, wenn 


u (P— 1) 
—1- 


+Y(i+u: sin? n)) 
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d. h. wenn 1-+ # ee —=0 und zugleich der Werth 
cos(P—n) 
+ +0 % sin: 


positiv ist, welches Letztere nichts Anderes sagt, als dafs cos(®—n) bei 


dem positiven Wurzelwerthe positiv, und bei dem negativen Wurzelwerthe 
negativ sein müsse. 


IV. Endlich wird der Differentialquotient unendlich grofs, wenn 


= 0 
ist, ohne dafs zu Dr Zeit 


- sin (@—n) cos(dO—r) = 0 


ist, welches Letztere im Sinne unserer Aufgabe nichts Anderes sagen will, 
als dafs dabei der Winkel P—n weder ein positives noch ein negatives 
Vielfache von einem rechten Winkel sein darf, oder dafs von diesem 
Falle die beiden vorigen ausgeschlossen bleiben. 


Es wäre nun auf demselben Wege noch weiter zu untersuchen, 
ob die ın II., III. und IV. ausgesprochenen Bedingungen in der That zu 
einem Maximum oder Minimum führen, und an welcher Stelle jedes- 
mal das Maximum oder Minimum eintrete; aber wir werden in diese 
Betrachtungen nicht weiter eingehen, indem wir uns begnügen, obige 
Bedingungen hier aufgestellt zu haben, und ihre Bedeutung in der Folge 
auf einem andern nicht minder dırectem Wege nachweisen zu können. 


5) Um den in der Gleichung (&.) für f gegebenen Ausdruck in eine 
zur Rechnung bequemere Gestalt zu bringen, wollen wir Zähler und Nen- 
ner des erwähnten Ausdrucks durch y (1-F-u?) dividiren; damn erhalten wir: 

1 
u 


Erwägen wir nun, dafs der zu Ende von Nr. 4. eingeführte Winkel , 


die Eigenschaft besitzt, dafs und ist, 


so verwandelt sich vorstehende Gleichung durch Substitution dieser Werthe 
in folgende: 
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f cosv 
— sinv.cos(p—n) + sin? v.sin® 
Führen wir nun noch einen zweiten, nicht über die Grenzen 0° und 
+ 90° hinaus liegenden Winkel A von der Beschaffenheit ein, dafs 


= sin’A 
ist, so wird 
sin A 
sin 
und da — sinv stets positiv ist, so können wir dem doppelten Vorzeichen 


dadurch entgehen, dafs wir A positiv oder negativ nehmen, je nachdem 
sın(©—n) positiv oder negativ ist; d. h. A so, dafs 


sinv.sin(9—n) = sın\ 
wird. Setzen wir nun dem gemäls statt &sin’v.sin@— 
sin A 
und -— (pm Statt gsinv, so geht der letzte für f erhaltene Ausdruck 


nach einer leichten Reduction über in: 
(2.) — sin(p—n-A)’ 
wobei entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen zu neh- 
men sind, und für A der positive oder negatire Winkel, dessen Sinus 


= —sin v.sin(®—n) ist. Die obern Zeichen in diesem Ausdrucke für f 


entsprechen fortwährend den obern Zeichen in der Gleichung (5.), so 


dals also + Sinerlei Bedeutung hat mit dem aus der Glei- 


sin (9 —n—4) 
chung (&.) genommenen Ausdrucke: 
1 cosv. sin (pP—n) 


und — si 


einerlei Bedeutung mit dem aus der Gleichung (&.) genommenen Ausdrucke: 
1 
’ 
in so fern in diesen beiden Ausdrücken der Wurzelwerth jedesmal ab- 
solut genommen wird. Die zuletzt für f gegebene Form ist für die Rech- 


nung ungleich bequemer, als der ın der Gleichung (&.) für f gegebene 
Ausdruck, aber sie wird nichtssagend, wenn sin(®—n»)=0, d. h- wenn 
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®—n=0, oder 9—n= +180° ist; denn in diesem Falle giebt die Glei- 


chung — auch sina=0, d.h. A=0, weshalb die 
erwähnten Formen unter solchen Umständen jedesmal die Gestalt 2 anneh- 
men, aus der sich kein Werth für f erkennen läfst. Man könnte zwar 
auch in diesem Falle die Bedeutung von f aus der leiztern Form entwe- 
der dadurch herholen, dafs man in ihr statt sin(®—n7A) setzt: 


sin siny.cos(P — :)sın —n), 


und dann Zähler und Nenner derselben durch sin(®—») dividirt, oder 
dadurch, dafs man nach Anleitung der Diferentialrechnung ihren Werth 
für den Fall bestimmt, wo sie die Gestalt 3 annimmt, und dabei nicht 
aufser Acht läfst, dafs A eine Function von P—n ist. Am einfachsten ist 
esindessen, wenn man in diesem Falle auf den durch die Gleichung (&.) 
segebenen Ausdruck zurück geht, aus welchem man sogleich erhält, für 
den Fall wo —7==0 ıst: 


S= 


und für den Fall w © —n = + 180° ıst: 
- 
Diesen besondern an sich sehr einfachen Ausdrücken von / kann mai, 


da wo es zweckmäfsig scheint, auf mehrfache Weise eine für die ge- 
naue Rechnung noch bequemere Gestalt geben *). 


6) Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch die in den verschiedenen 
für f mitgetheilten Ausdrücken enthaltenen doppelten Gestalten, welche 


*%) \Venn man z. B. in dieselben den Winkel » einführt, so erhält man, 


wenn Ist: 
cosr 
—sins 
+3 
wenn + 180° ist: 
cos» 
fm+ 
> 
— sıny 
Setzt man sin» tang?y, so wird in jedem Falle: 
cos» 
== Ccosv.cos?y; 
1 sin» 
+ d 
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aus dem doppelten Zeichen des Wurzelwerthes in der Gleichung (5) 
hervorgegangen sind, näher in’s Auge fassen, und untersuchen, unter wel- 
chen Umständen die einen oder die andern zu nehmen sind. Dabei ıst 
ım Allgemeinen zu erwägen, dafs der Werth von f imaginär wird, wenn 

oder, was dasselbe ist, wenn 
sin’ > 1 
wird, in welchem Falle aber auch kein durch die Gleichung 


—siny.sin = sın\ 


zu bestimmender Winkel A möglich ist, und zwar nur in diesem Falle. 
Da wo also in den Umformungen von f der Winkel A sich unmöglich 
zeigt, deutet dies auf die absolute Unmöglichkeit von f eben so gut hin, 
wie dıe Bestimmung 
sin’ 

in dem ursprünglichen, durch die Gleichung (ö.) gegebenen Ausdrucke 
von f. Aber selbst wenn A möglich ist, so ist darum nicht auch noth- 
wendigerweise / möglich; denn da, wie schon in No. #4. angezeigt worden 
ist, f seiner Natur nach immer nur positiv, nie negativ sein kann, so 
sind von den verschiedenen Formen des Ausdruckes f immer nur die- 
jenigen beizubehalten, welche zu positiven Werthen von f führen, die 
übrigen, welche zu negativen oder imaginären Werthen von f führen, 
aber jederzeit zu verwerfen. Weil aber in den verschiedenen für f ge- 
fundenen Ausdrücken eben so gut diejenigen Formen genommen werden 
können, welche dem additiven Wurzelwerthe entsprechen, als die, welche 


setzt man ferner sinv == cos?’y’, wenn sin»<1, und 5 sinr = cos? wenn sin»>1 ist, 
so findet man, 
wenn ıstz 
cosy cos v 
sın 
1— — sin» 4 
wenn 1 ist: 
cos» 
y’’ 


\\ 
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dem subiractiven Wurzelwerthe angehören, so können für f möglicher- 
weise aus jenen Formen zwei brauchbare Werthe hervorgehen, oder nur 
einer, oder gar keiner, je nachdem beide Formen, oder nur die eine, 
oder keine von beiden positive Werthe für f liefern. Diese verschiedenen 
möglıchen Fälle sind es eben, welche wir nun näher kennen lernen wol- 
len. Dabei haben wir blofs solche Werthe von ®P—n in’s Auge zu fassen, 
welche nicht über die Grenzen O° und 150° hinaus fallen, weil, wie eben- 
falls schon in No. 4. gezeigt worden ist, alle übrigen Fälle sich auf die- 
sen einen leicht zurückführen lassen. Die Natur des Werthes f hängt 


aber insbesondere von der Gröfse des Werthes da Vitm) oder sinv ab; 


daher wollen wir nach einander die drei verschiedenen Fälle abhandeln, 


wo entweder sinv< 1, oder 1, oder sin v>list, wobei wir 


jedoch blofs solche Werthe von @—n berücksichtigen werden, die >0° und 
<180° sind, weil dıe besondern Fälle, wo —n=0 oder n = 180° 
ist, sich ohne alle Schwierigkeit durch den blofsen Anblick der Glei- 
chungen (%.) und (d.) sogleich entscheiden lassen, 


Erster Fall, wenn —sinv<1 ist. 
Aus der Gleichung siny.sin (O—r) = sın\ ergiebt sich für diesen Fall 


sin 


1. Daraus folgt, weil (®—) nicht über die Gren- 


zen 0° und 180° hinauskommt, und eben deshalb A die Grenzen 0° und 
90° nicht überspringen kann, wie aus dessen in No. 5. gegebener Be- 
stimmung unmittelbar hervorgehet, dafs A<X@P— n sein werde, so lange 
nicht stumpf ist, und dafs A<X1S0°— sobald stumpf 
wird. In jedem Falle aber fällt sowohl O@—y—ır als O—r-+X nicht 
über die Grenzen 0° und 180° hinaus, so dafs also nicht nur sin(®— 1), 
sondern auch sin(@—n-+X) fortwährend positiv bleibt. Daher geben die 
obern Zeichen in dem Ausdrucke ($.) ununterbrochen für f einen posi- 
iiven Werth, die untern ımmer einen negativen. In diesem Falle ist 
folglich, ohne Ausnahme, aus der Gleichung (2.): 


cosvr.sin(y— 7) 


allgemein 


- 


zu nehmen, welcher Werth dem 
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1 
aus der Gleichung (ö.) entspricht. 


Zweiter Fall, wenn sıny=1 ist. 


Aus der Gleichung —sinv.sin 1) = sinA ergiebt sich für diesen 


= 


Fall allgemein = ı. Daraus folgt, weil ® —n nicht über die 


Grenzen 0° und 180°, und als Folge A nicht über die Grenzen 0° und Yu° 
hinaus kommt, dafs A=0—n wird, so lange ®—» nicht stumpf ist, 
und dafs 180°— wird, sobald —n stumpf ist. Ist nun 
nicht stumpf und also A=P—n, so ist jedesmal = 0. 
Die obern Zeichen in der Gleichung (2.) geben sonach fortwährend einen 
unendlich grofsen Werth für f; @—n-+-X hingegen fällt nie über die 
Grenzen U° und 180° hinaus, sin(®—n--A) wird mithin nie negativ, 
folglich geben die untern Zeichen der Gleichung (?.) fortwährend ne- 
gative Werthe für f. Ist aber P—n stumpf und also A= 150° — (9 --:), 
so ist == 180° — 2X und fällt mithin fortwährend zwischen 0° 
und 150°, daher geben die obern Zeichen der Gleichung (?.) stets po- 
sitive Werthe für f; hingegen ıst dann immer —»-FA=150°, und 
dies führt zu einem unendlich grofsen Werth von /. Man ersieht hieraus, 
dafs in diesem Falle f ununterbrochen einen unendlich grofsen Werth 
annimmi, bis 9— x stumpf wird; dann aber erhält f einen endlichen po- 


sitiven Werth, nemlich: 
f= cosv.sin (F—n) 
wobei jedoch A = 150° — (®—n) ist, so dafs 
cos 


2cos(p— N) 
wird. Dieser Werth von f entspricht in der Gleichung (&.) dem: 
f= 1 
2 
— cos + u? — u? sin? 


in welchem =1ı, oder = v(1-Fu?) gesetzt wird. Da- 


d 
durch aber verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in folgenden: 
Crelles Journal. d. M, V. Bd. 1. Ift. 5 


66 3. Ohm, über Zapfenreibung. 


Driiter Fall, wenn 1st. 


Aus der Gleichung 5 sinv.sin(®—n) = sin‘ ergiebt sich für 


sin 4 
sin 
erinnern, dafs nur so lange ein reeller Werth von f bestehen kann, als 


diesen Fall allgemein 


;>1ı Zunächst hat man sıch aber zu 


der Winkel A möglıch ist, d. h. so lange als sin’v.sin(P—n)<1, 


oder, weil 9—n nur zwischen den Grenzen 0° und 180° betrachtet wird, 
„ ıst; so lange also sin(®—n) > —— ist, 


—-sinv — 
d 


giebt es für f keinen reellen, weder positiven noch negativen Werth. 


so lange sin(d®— < 


1 
Ist nun sın und ®— nicht stumpf, so folgt aus 
—-sın 
d 


> 1, dafs A>P— ist, mithin ist O®—n—AX stets negativ und 


sin(pP—N, 

spitz; @—n--A hingegen liegt fortwährend zwischen 0° und 180°, da- 
her erhält man aus der Gleichung (2.) für / jedesmal nur einen negati- 
ven Werth, man mag ın ihr die obern :oder die untern Zeichen neh- 


1 
men. Ist aber sin(®—7) <—— und stumpf, so folgt aus 


—- sinv 


sind 


dafs A> 150° — 1), mithin liegt stets zwi- 
san 


schen 0° und 180°, und O—n--X stets zwischen 180° und 360°, daher 
erhält man aus der Gleichung (2.) für f einen positiven Werth, man 
mag in ihr die obern oder die untern Zeichen nehmen. Man ersieht 


sın 4 


hieraus, dafs in diesem Falle kein positiver, also überhaupt kein brauch- 
barer Werth für f, nicht einmal ein unendlich grofser, gefunden wird, 


so lange P—n nicht stumpf ist, und selbst, wenn D—n stumpf ist, so 


- wird; ist aber O—n stumpf und zugleich 


lange nicht sin < 


—- sın® 
sin P—n) <——, so giebt es fortwährend für f zwei positive Werthe, 
> sin’ 
d 
von denen der eine den obern, der andere den untern Zeichen in der 


Gleichung (2.) entspricht. 


cosv.sin(P— 7) __ cosv. sin(p—n) 
Jener ist f = dieser f = 
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und es entspricht jener dem zur Gleichung (5.) gehörigen Ausdrucke: 


1 
— cos(p—n)+ + u? — ) 


dieser hingegen RER dem zur Gleichung er gehörigen Ausdrucke: 


1 
wobei jedesmal die absoluten Wurzelwerthe zu nehmen sind, wie in 
allen vorigen, ähnlichen Ausdrücken. In dem besondern Falle, wo 
1 
—- sin v 
d 
beiden Werthe von f in den einen über: 
[= — vosv.tang(d—n), 
welcher in der Gleichung (&.) dem Ausdrucke: 


1 
cos(p—n) 


entspricht, oder, weil — y[ı—sin’(d®’—n)] ist, dem: 


ist, wird sina=1, d.h. A=90°; dann gehen die 


7) Nachdem wir so gefunden haben, welche Formen der ver- 
schiedenen Ausdrücke von f jedesmal die brauchbaren Werthe für f lie- 
fern, bleibt uns nun nichts mehr übrig, als die diesen Formen ent- 


sprechenden Werthe von ®/, wie sie aus den Gleichungen (®.) hervor- 
gehen, näher kennen zu lernen. 


Setzen wir zu diesem Ende in die Gleichungen (©.) statt Fr 


seinen Werth net ) aus der Gleichung (2.), und statt — sin v 


sın“ . . . . 
den Werth ing _„j wie man ihn aus der in No. 5. gegebenen Bestim- 


mung des Winkels A erhält, so verwandeln sich dadurch die Gleichun- 
gen (©.) in diese: 
sin(®—ı) = + sin sin sinn 


sin (p—n) 
N) 


g* 


| 
Ve &- 
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Schreibt man in diesen Gleichungen statt der Producte 
und sin (D—n-+X)cos® 
respective die Differenzen 
3c0os(y — und Zsin aD — —z5in(yHA), 
so gehen sie über in: 
oder, wenn man +icosm-+A) für sinA.siny, und 
+ 3sin(y-+A) für +4sin(y A) + sinA.cosn schreibt, ın folgende: 
Es ıst aber +3c0s@ P— = 
und + — + Zsin(y FA) = Durch 
Substitution dieser Werthe in die zuletzt erhaltenen Gleichungen wird 
endlich: 
sin 
wo dıe obern oder untern Zeichen genommen werden müssen, je nach- 
dem ın dem Ausdrucke für f die obern oder untern Zeichen genommen 
werden, und A stellt, wie schon bekannt ist, entweder einen positiven 
oder negativen, nicht stumpfen Winkel vor, je nachdem sin(®—n) posi- 
tiv oder negativ ist. Werden daher in dem Ausdrucke für f die obern 
Zeichen genommen, so ist jedesmal 
(ec) 
und A stellt einen positiven Winkel vor, wenn ®—n entweder positiv 
und hohl, oder negativ und erhaben ist; dagegen stellt A einen negativen 
Winkel vor, wenn ®—n entweder positiv und erhaben, oder negativ 
und hohl ist. Werden aber in dem Ausdrucke für f die untern Zeichen 
genommen, so ist jedesmal 
und X hat wiederum einen positiven Werth, wenn P—n positiv hohl, 
oder negativ erhaben ist; dagegen einen negativen, wenn ®— positiv 
erhaben, oder negativ hohl ist. Es verdient hierbei der Umstand eine 
besondere Erwähnung, dafs v derselbe Winkel ist, um welchen, bei hori- 


- \ 
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zontaler Lage der Reibungs-Ebene, diese geneigt werden kann bis ein Ab- 
gleiten erfolgt, so dafs also in der Regel der Winkel v unmittelbar durch 
die Beobachtung gegeben ist, wenn man nicht gleitende Reibung und Za- 
pfenreibung als der Art nach von einander verschieden hält, wozu die 
bisher im Versuche gefundenen Unterschiede noch keineswegs zu berech- 
tigen scheinen. Übrigens erhellet, dafs die Gleichungen (c.) selbst dann 
noch gültig sind, wenn D—7=0 oder 180° ‚ist; denn der 
Factor sin(D—n), welcher im Zähler und Nenner des in (2.) gegebenen 
Ausdruckes von / sich befand, und daher bei den hier erwähnten Werthen 
von D—n jenen Ausdruck unter die Form 2 brachte, ist während der 
Bildung der Gleichungen (c.) wieder aus Zähler und Nenner verschwunden. 


8) Wir sind nunmehr in den Stand gesetzt, die beim Eintritte 
der Reibung, ım Maximo vorfallenden Modißcationen des Gleichge- 
wichts unter allen Umständen genau und zugleich sehr einfach anzuge- 
ben. Um die mamnigfaltigen zu f und ©’ gehörigen Formen bei ver- 
schiedenen Werthen von D—n mit einem Blicke überschauen zu können, 
wollen wir sie hier für jeden der in No. 6. behandelten drei Fälle beson- 
ders zusammen stellen, und dabei den ablsoluten Werth von A, das bald 
positiv, bald negativ erscheint, mit [A] bezeichnen. 


Erster Fall, wenn —sinvy<1, d. h. ZPr<yate) ist. 


1. Wenn O—97==0° und daher auch A=0 ist, so ist ein Gleich- 
gewichtszustand vorhanden, für welchen 
ist. Statt des hier für f gegebenen Ausdruckes kann auch, wo es Vor- 
theil bringt, eine der Rechnung sich besser anschmiegende Form genom- 
men werden, wie schon in No. 5. angemerkt worden ist, 
2. Wenn P—n= +180° und daher A=0 ist, so ist ein Gleich- 
gewichtszustand möglich, für welchen 
ud 
ist, wo wieder für den zu f gehörigen Ausdruck die eben schon ge- 


machte Bemerkung gilt. 
3. So lange D—n positiv und hohl, oder negativ und erhaben, also 
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A positiv ıst, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden für welchen 


cosv.sin(P—n) __ cosv.sin(p—n) 
—n—4) sin(P—n—[2]) 


ist. Der hier gegebene Ausdruck von f ist mit dem aus der Gleichung 
(&.) entnommenen: 


J um 


und 


1 


dem Wesen nach völlig einerlei. 
4. So lange D—r negativ und hohl, oder positiv und erhaben, also 
A negatıv ıst, ıst ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 


[= cosv.sin(p—n) __ cosv.sin(P—n) 


sin(p—n—4) 
[N 
ist. Der hier für f gegebene Ausdruck entspricht noch immer, aus der 


Gleichung (ö.), dem: 


und 


1 
cos — N) y(ı + u? — u? sin’(p— 


1. Wenn D— 0°, also 0 ist, ist ein Gleichgewichtszustand 
möglich, nur wenn 
md 


2. Wenn D—7=+180°, also A=0 ist, ist ein Gleichgewichts- 


zustand vorhanden, für welchen 


1 
ud 


ıst. 


ıst, 
3. So lange ©®— hohlspitz und positiv, oder erhabenspitz und ne- 
gativ ist, ıst ein Gleichgewichtszustand nur dann möglich, wenn 
J=x 
ist, wobei [A]=®—n zu setzen ist, so lange D—n positiv und hohlspitz ist, 
dagegen = 360°-+ —n, wenn negativ und erhabenspitz ist. 
So wie aber D—n hohlstumpf und positiv, oder erhabenstumpf und 
negativ wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 


| | 
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cos (P— N) 
ist, wobei [A] = 180°—(®— 7) zu setzen ist, so lange —n positiv und 
hohlstumpf ist, dagegen [A] =— (® —7)— 180°, wenn negativ 
erhabenstumpf ist. Die hier für f gegebene endliche Form ist eins mi! 


folgendem aus der Gleichung (5.) abgeleiteten Ausdrucke: 
1 1 


2u cos(P—n) 


4. So lange O®— hohlspitz und negativ, oder erhabenspitz und po- 
sitiv ist, ist ein Gleichgewichtszustand nur dann möglich, wenn 
=o ud 
ist, wobei A] = —(®—n) zu setzen ist, so lange D—n negatıv uni 
hohlspitz ist, dagegen [A] = 360° — (DO —n), wenn positiv und er- 
habenspitz ist. 
So wie aber O—n hohlstumpf und negativ, oder erhabenstumpf 
und positiv wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 


cos (pP —n) 
ist, wobei [A] =180°’+(P—n), so lange negativ und hohlstumpi 
ist, dagegen [A] = P—n— 180°, wenn ®—n positiv und erhabenstumpf 
ist. Der aus der Gleichung (&.) abgeleitete endliche Ausdruck von f ıst 
ın diesem Falle wieder 
1 1 


2u cos (P—n) 


Dritter Fall, wenn —siny>1, d. h. ist, 
1. Wenn P—97=0°, also A=0 ist, ist kein Gleichgewichtszustand 
möglich. 
2. Wenn D—n=+180°, also A=0 ist, sind zwei Gleichgewichts- 


zustände vorhanden: 
#) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 


%) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 


und 1500 +9 +». 
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In Bezug auf die unter @. und ß. für f gegebenen Ausdrücke gilt auch 
hier wieder die schon beim ersten Falle unter 1. und 2. aufgestellte 
Bemerkung. 


3. So lange D— hohlspitz und positiv, oder erhabenspitz und ne- 
gatıv ist, ist kein Gleichgewichtszustand möglich. Ja selbst wenn P—n 
hohlstumpf und positiv, oder erhabenstumpf und negativ ist, ist noch so 


lange kein Gleichgewichtszustand möglich, als sin > a 
sin® » 
wenn aber sın® so sind zweı Gleichgewichtszustände 
sin? v 
mit positivem A vorhanden: 
e.) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 
cosv.sin(P — N) cosv.sin(P—n) 
sin(p—n—4) cos(p—n—[A]) 
und 
[N]; 
2) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 
gr _ __ cost. sin 
sin 
und 
An der Stelle, wo sın’(d’—n) = u ist, wird [A] = 90°; an dieser 
sin? v . 


d* 
Stelle hat man daher 


«') für den Gleichgewichtszustand, der den obern Zeichen entspricht: 
f= und = 
3) für den Gleichgewichtszustand, der den untern Zeichen entspricht: 


f= —eoosv.tang®—r) und 170° 90°. 


4 So lange ®—» hohlspitz und negativ, oder erhabenspitz 


4 
und positiv ist, ist kein Gleichgewichtszustand möglich. Ja selbst 
wenn ®—» hohlstumpf und negativ, oder erhabenstumpf und po- 


sitiv ist, ist noch so lange kein Gleichgewichtszustand mög- 
1 


lich, als sin’ (© — r) > ist; wenn aber sin (d® < 
( I 
v 


ist, so sind zwei Gleichgewichtszustände mit negativem A vorhanden: 
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«) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 
cosv.sin(P—N) __ cosv.sin (P—n) 
sinp—n—4) 


= 
2) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 
eosv.sinp—n) __ __ cosv.sin(P—n) 
= 10° 10° — Al, 
An der Stelle, wo sn 9 —)=— > ist, wird [A] = 90°; an dieser 


und 


und 


Stelle hat man daher 
«‘) für den Gleichgewichtszustand, der den obern Zeichen entspricht: 


f= und 90°; 
ß‘) für den Gleichgewichtszustand, der den untern Zeichen entspricht: 

Die hier in 3. und 4. unter «. und £. für f gegebenen Formen entspre- 
chen in der Gleichung (&.) den + und — Zeichen vor dem stets posi- 
tiv genommenen Wurzelwerthe; die unter «. stehenden sind nämlich 
einerlei mit 


2 
und die unter f. stehenden sind einerlei mit 


Eben so erhält man aus der Gleichung (&.) die Ausdrücke, welche 
den hier in 3. und 4. unter «‘. und f’. für den besondern Fall, wo 


ist, gegebenen Formen entsprechen, wenn man 
Sin® 
in der Gleichung getzt; sie geht dadurch in 
d’ 


beiden Fällen über ın: 


i 
2 
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9) Fügt man zu den Angaben der vorigen Nummer noch hinzu, 
dafs der absolute Werth von A in jedem Falle an der Stelle verschwin- 
det, wo ®—n von der Form 27n2.90° ıst, wenn 7m jede ganze positive 
oder negatıve Zahl und auch Null vorstellt; dafs der absolute Werth von 
* ımmer derselbe ist, wenn ®—n sich von einer solchen Stelle gleich- 
weit diesseits oder jenseits entfernt; dafs der absolute Werthe von A in 
beiden Fällen so lange fort wächst, bis —n von der Form (272 + 1)90° 
geworden ist, dann aber wieder in derselben Weise abnimmt, in der er 
zugenommen hat, bis @—n wieder von der Form 2772.90? geworden 
ist, was für jedes mögliche A aus der Gleichung sin v.sin(d?—7) = sınA 
unmittelbar hervor gehet; und vergifst man nie, dafs die Winkel ®', 9, 
rn, durch welche die Richtung der Kräfte bestimmt wird, stets auf der 
Seite, welche einer beabsichtigten Drehung durch die Kraft p entgegen- 
läuft, genommen werden müssen, so lange sie positiv sind, uud auf der 
andern Seite, wenn sie negatıv werden, so ıst man im Besitze aller Er- 
fordernisse, um in jedem Falle mit Leichtigkeit, mit Zuziehung der Glei- 
chungen («.) und (2.) alle das Gleichgewicht, unter Mitwirkung der Reibung, 
im Maximo begleitenden Umstände ableiten zu können. In Hinsicht aut 
allgemeine Werthbestimmungen habe ich daher zu Obigem nichts weiter 
hinzuzufügen, aber ich werde noch einen Augenblick bei der Vergleichung 
der verschiedenen Werthe von f unter einander und bei der Deutung 
unmöglicher oder doppelter Werthe von f verweilen. 

Es erhält f an den Stellen, wo 9 —n==0° ist, so wie an den Stel- 
len, wo D—y= + 150° ist, immer einen gröfsten oder kleinsten 
Werth, falls er möglich ıst, und zwar: 

1. wird der Werth von f, wenn er aus den obern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Grölste, wo P—n=0° ist, und da ein 
Kleinstes, wo +180° ist; 

2. wird der Werth von f, wenn er aus den untern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Größstes, wo 9—y=+180° ist; da wo 
9—n==0° wird, ist er, in diesem Falle unmöglich ım Sinne unserer 
Aufgabe, ein Kleinstes als negativer Werth betrachtet. 

Diese Maxima und Minima werden in No. 4. durch die unter Il. stehende 
Bedingung ausgesprochen. Von der Realität dieser Maxima und Mi- 
nima überzeugt man sich schon durch eine etwas aufmerksame Betrach- 
tung der Gleichung ($.). .Aufser diesen gröfsten nnd kleinsten Werthen 
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von f haben sich im zweitenFalle, da wo siny=1 ist, eine Reihe 


von unendlich grofsen Werthen von f ergeben, die einen Unterschied von 
vollen zwei rechten Winkeln in dem Werthe von D—n einnehmen; die- 


ser Umstand wird durch die in Nr. 4. unter III. stehende Bedingung an- 


gedeutet. Endlich haben sich im dritten Falle, da wo —sinv>ı ist, 


2 
an der Stelle, wo “zsin’y.sin’(®— 9) = 1 ıst, reelle Werthe von f vor- 
gefunden, welche die letzten ihrer Art sind, weil darüber hinaus imagi- 
näre Werthe von f gebildet werden; diese Grenzwerthe von f sind in 


der unter IV. in derselben Nummer stehenden Bedingung enthalten. 


Insbesondere zeichnet sich der dritte Fall, wo  siny>ı ist, 


dadurch vor den beiden übrigen aus, dafs in ihm balä gar kein Werth 
für f möglich ist, bald aber zwei zugleich. Da wo gar kein Werth für 
J gefunden wird, ist kein Gleichgewicht möglich. Diese Unmöglichkeit 
ist jedoch nicht absolut, denn sie bezieht sich blofs auf die in die Glei- 
chungen (B.) eingeführte Vorausseizung, dafs nämlich beim Gleichge- 
wichte die Reibung in ihrem Maximo thätig sein soll, und es ist leicht 
einzusehen, dafs in allen solchen Fällen das Gleichgewicht dadurch sich 
herstellen wird, dafs die Reibung nicht ın ihrer vollen Stärke daran An- 
theil nimmt; denn indem die Reibung nur auf einen Theil ihrer ganzen 
Wirkung hingewiesen wird, geschieht dasselbe, als wenn in allen unsern 
Formeln statt der Zahl x eine in demselben Verhältnisse kleinere Zahl 
g‘ gesetzt würde, und da das kleinere w’ auch die aus x abgeleiteten 
Gröfsen y und siny in entsprechende kleinere v’ und sinv’ verwandela 


würde, so müfste auch das Product — sin y in ein kleineres sin y’ über- 


gehen, und es läfst sich offenbar jederzeit die Zahl #’ so klein wählen, 
dafs —siny‘ <ı wird, d. h. dafs das zuvor unmögliche Gleichgewicht 


jetzt möglich wird. Will man wissen, in welcher Stärke die Reibung 
in einem solchen Falle bei einem gegebenen Kraft-Überschusse p» auf- 
tritt, so hat man nur zunächst aus der Gleichung (b.) den Werth /, und 
mit dessen Hülfe hierauf aus der Gleichung (5.) den Werth &, welcher 
jetzt durch #’ zu bezeichnen ist, zu bestimmen. — Was endlich in die- 
sem dritten Falle die doppelten Werthe von f für einerlei O®—r, und 
die daraus hervorgehenden zweierlei Gleichgewichtszustände betrifft, so 
10* 
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ist deshalb zu bemerken, dafs in beiden Arten des Gleichgewichts der 
dabei auf die Zapfenlager ausgeübte Druck stets in entgegengesetzte Hälf- 
ten ihres Umkreises fällt. Bei dem Gleichgewichtszustande nämlich, 
welcher aus den obern Zeichen entspringt, macht nach Nr. 8. die Rich- 
tung des Druckes 5’ mit der Richtung des Druckes S, wenn ®—n= + 180° 
ist, den Winkel v und zieht sich von da, während P—ın alle übrigen 
zu möglichen Werthen von / führende Werthe annimmt, um 90° nach 
beiden Seiten hin; bei dem Gleichgewichtszustande hingegen, der aus den 
untern Zeichen hervorgeht, macht nach derselben Nummer die Richtung 
des fraglichen Druckes 5’ mit der bekannten Richtung des Druckes $, 
wenn + 180° ıst, den Winkel 180° --y, welche Richtung der 
vorigen, unter dem Winkel y erscheinenden‘, gerade entgegengesetzt ist, 
und weicht von da, während P—n seine noch übrigen zum Gleichge- 
wicht führenden Werthe durchläuft, ebenfalls um 90° nach beiden Sei- 
ten hin ab. Die verschiedenen Richtungen des Druckes S’ beim Gleich- 
gewichte nehmen sonach den ganzen Umkreis ein, dessen eine Hälfte 
die Richtungen des Druckes S’ beim Gleichgewichte der einen Art, und 
dessen andere Hälfte die Richtung desselben Druckes beim Gleichge- 
wichte der andern Art ın sich aufnimmt. Denkt man sich also die Za- 
pfenlager in der Richtung der Achse beliebig in zwei gleiche Hälften 
getheilt, so giebt es für einen und denselben Winkel D—n ımmer zwei 
Gleichgewichtszustände, von denen der eine den Druck auf die Zapfen- 
lager in deren eine Hälfte, der andern hingegen in deren andere Hälfte 
wirft. Aus dieser Betrachtung geht hervor, dafs in dem dritten Fall 
stets ein Gleichgewichtszustand für jedes zuzulassende D—n herbei ge- 
führt werden kann, wenn gleich nur die eine Hälfte der cylinderförmi- 
gen Zapfenlager, und zwar in beliebiger Stellung, vorhanden ist, indem 
man die Art des Gleichgewichts jedesmal so wählen kann, dafs der 
Druck der Zapfen auf die Zapfenlager nach der Seite hin fällt, wo die 
gebliebene Hälfte der Zapfenlager dem Drucke zu widerstehen vermag. 
Gerade dadurch unterscheidet sich aber der dritte Fall von dem er- 
sten und zweiten, in welchen beiden die Richtung des Druckes 5’ 
Änderungen erleidet, die sich ın der Regel nur auf einen kleinen Theil 


des Umkreises beschränken, und selbst da, wo -sinv= 1 ist, erst einen 


halben Umkreis einnehmen. 
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10) So 'einfach die hier mitgetheilten Resultate auch sind, so will 
ich doch noch aus ihnen zu Gunsten der Ausübung Näherungs-Ausdrücke 
ableiten, die noch einfacher sind, und in den meisten Fällen der Anwen- 


dung hinreichende Genauigkeit geben *). So lange nämlich x und er kleine 


Brüche sind, von denen der erstere die Zahl „> und der andere die Zahl -5 
nicht übersteigt, erreicht A in keinem Falle einen halben Grad, wie man 


sich überzeugt, wenn man in der Gleichung sina= sin v.sin (® —) 


setzt: sin(®?—9)= +1, wobei A seinen möglich gröfsten absoluten Werth 
erreicht. Ferner wird man finden, dafs bei den angezeigten Werthen 


von & und z die Zahl f, da wo sie am gröfsten und am kleinsten ıst, 
von der Einheit nicht mehr als höchstens um ein Hunderttheil sich un- 
terscheide. Bei noch geringern Werthen von x und — wird, wie man so- 


gleich einsieht, diese gröfste Abweichung nur noch geringer. Hat man 
also bei der Bestimmung der Kräfte auf ein Procent derselben nıcht zu 
achten, und sieht man bei Winkelbestimmungen nicht auf einen mög- 
lichen Irrthum von weniger als einem halben Grade, so ist es, so lange u 


nicht gröfser als „; und = nicht gröfser als „3 wird, wie fast in allen 


Fällen der Anwendung geschieht, gestattet, für die Gleichungen («.), (b.) 
und (c.) folgende noch weit bequemere zu setzen: 


Die Gleichung (y.) ist, wie wir gesehen haben, völlig genau, wenn 0 
oder ©=+1580° ist, und die Gleichungen («.) und (ß.) werden an der 
Stelle völlig genau, wo f=1 wird. Dies geschieht, wie wir bald fin- 


den werden, jedesmal wenn + cos =} 


. ıst, und ıst also nur 


*#) Man erhält eine sehr genaue Näherungsformel für f, wenn man in der Gleichung (& ) 


das Glied unter dem WVurzelzeichen, welches von der vierten Dimension in Bezug auf « und S 


ist, wegläfst. Eine solche Näherungsformel ist aber völlig überflüssig, weil die völlig genaue Berech- 
nung von f nach den hier mitgetheilten Formeln wenigstens nicht mehr Umstände macht, als ein 
solcher Nothbehelf. 
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dann möglich, wenn iu.(d+e)(d—p) Zo.d ist. Bei dem Gebrauche 
der Gleichungen («.), (2.) und (y.) darf man jedoch nie vergessen, dafs 


sie nur in dem angezeigten Umfange der Werthe & und 5 den genann- 


ten Grad der Genauigkeit behalten, dafs aber da, wo x oder = Werthe 
annehmen, die der Einheit sich beträchtlich mehr nähern, oder sie wohl 


gar noch übertreflen, wıe dies in aufsergewöhnlichen Fällen bei dem er 


allerdings geschehen kann, durchaus die Gleichungen («.), (b.) und (c.) 
in Verbindung mit den Gleichungen (2.) und (&.) zur Untersuchung der 
beim Gleichgewichte unter Mitwirkung der Reibung Statt findenden Um- 
stände zugezogen werden müssen, wenn man nicht Gefahr laufen will, 
von der Wahrheit ganz und gar abweichende Resultate zu erhalten. Häufig 
hat die Maschinenlehre bei ihren Bestimmungen blofs den Kraftzuwachs 
p zu wissen nöthig, und dann ist der aus der Gleichung (ß.) hervorge- 
hende mögliche Irrthum um so weniger zu fürchten, da seine absolute 


Gröfse, wegen des in dieser Gleichung vorhandenen Factors a nie mehr 

als den 106V00ten Theil des Druckes $ ausmachen kann, vorausgesetzt 

dafs x und die ilınen hier angewiesenen Schranken nicht überschreiten. 


11) Schon Euler in seiner Zheoria motus corp. solid. Suppl. 
Cap. ZIT. ıst bei der Behandlung der Zapfenreibung von Gleichungen aus- 
gegangen, welche ım Wesentlichen mit den Gleichungen (2.), aus denen 
die ganze vorstehende Entwicklung hervorgegangen ist, übereinstimmen; 
aber die von mir erzielte Form der darans abgeleiteten Resultate ist von 
der gewöhnlichen so abweichend, dafs ich gerade deshalb vorstehende Un- 
tersuchung einer öffentlichen Bekanntmachung nicht unwerth gehalten 
habe. Jene Form macht es nicht nur leicht, aus den allgemein gültigen 
Gleichungen («.), (b.) und (ec.) die abgekürzten, aber demungeachtet noch 
in einem sehr gro/sen Umfange brauchbaren Gleichungen («.), (ß.) und 
(y.) abzuleiten, die da, wo die Kürze der Rechnung vorzugsweise beab- 
sichtigt wird, mit Vortheil eintreten können; sondern, was noch wichti- 
ger ist, sie deutet auch auf die Möglichkeit hin, dafs man bei der 
Berechnung von zusammengesetzten Maschinen die allgemeinen Formeln 
beibehalten könne, ohne dafs dadurch der Bau der Ausdrücke bedeutend 
vergrölsert, oder der Sinn ihrer Bestandtheile durch Einführung willkür- 
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licher Abkürzungszeichen verhüllt würde. In manchen Lehrbüchern der 
Maschinenlehre findet man Formeln unter nicht völlig genauen Voraus- 
setzungen (vgl. Eitelwein’s Statik. B.1. S.295. Anmerk. und |. 238.) 
entwickelt, welche in Hinsicht auf Annäherung an die volle Wahrheit mit 
den abgekürzten («.), (ß.) und (y.) auf gleicher Stufe stehen, und ein Element 
mehr als diese ın sich aufnehmen. Das Unbefriedigende in der Annahme, 
welche sich dergleichen Lehrbücher gestatten, besteht aber darin, dals 
sie die Resultate der thätigen Kräfte », P, P', P”, .... für die Gröfse 
des die Reibung erzeugenden Druckes nehmen; aber dieser Druck, der 
seiner ‚Natur nach nothwendigerweise senkrecht gegen die Ebene, in 
welcher sich die Zapfen und Zapfenlager berühren, gerichtet sein muis, 
kann nur aus Kräften hervorgehen, die unter sich im Gleichgewichte 
stehen, welches nicht bei den Kräften ?, P‘, P“ ...., aber wohl bei den 
Kräften P, P‘, P', .... derFall ist. Nimmt man blofs diese letztern zur 
Bestimmung des Druckes und der daraus hervorgehenden Reibung, so hat 
man dabei allerdings die Reibung selbst und den Kraftzuwachs p vernach- 
läfsıgt, aber man erhält doch die Näherungsformeln (z.) und (2.), welche 
der Natur der Sache angemessener sind, und der Wahrheit im Allgemei- 
nen noch eben so nahe, oft noch näher liegen, als die unter jener Vor- 
aussetzung sıch ergebenden Gleichungen. Ein solches Schwanken in der 
Bedeutung des Wortes Druck scheint auch Poisson in seinem Traite 
de Mecenigue (T.]1. p. 182.), dessen Darstellung übrigens ganz auf den- 
selben Grundlagen, wie die hier gegebenen, ruht, zu der Äufserung verlei- 
tet zu haben: „dafs die Reibung stets dazu beitrage, den Druck, wel- 
chen die Achse auszuhalten hat, zu vermindern.” Poisson zieht näm- 
lich diesen Schlufs aus der oben erhaltenen Gleichung 
| = + 298 005(P—1) + 
deren rechte Seite nıchts anders ist, als das Quadrat der aus den Kräften 
S$ und p, oder, was dasselbe ist, aus den Kräften p, P, P‘, P”, .... her- 
vorgehenden Totalkraft. Bezeichnet man daher diese Resultante mit R, so 
verwandelt sich jene Gleichung in diese: 
R 

welche allerdings zu erkennen giebt, dafs 5” stets kleiner als R ist, aber 
zu der von Poisson daraus gezogenen Folgerung nicht berechtigt, weil il 
nicht der Druck auf die Achse ıst. Der aus der Kraft R ohne Zutritt der 
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Reibung hervorgehende Druck auf die Achse ist vielmehr S, derselbe 
nämlich, welcher aus den Kräften P, P‘, P".... ohne p hervorgeht, 
weil die Kraft p ohne Zutritt der Reibung in der That blofs auf Bewe- 
zung und nicht auf Druck verwendet werden wird; und der Annahme, 
dafs jederzeit <{ 5 sein werde, wird durch die Gleichung («.) in Ver- 
bindung mit der ($.) oder (&.) geradezu widersprochen, weil der Werth 
von f nach Umständen bald gröfser und bald kleiner als 1 werden kann. 

I?) Ehe ıch nun zur Behandlung der losen Rolle übergehe, mufs 
ich zuvor eines Umstandes gedenken, der bei der Bestimmung der Rei- 
bung zweier Körper an einander, wenn jeder an sich beweglich ist, eine 
specielle Berücksichtigung verdient, und Ursache eines von dem gewöhn- 
lichen etwas abweichenden Verfahrens bei solchen Bestimmungen wird. 

Aus den in der ersten Nummer angeführten Beobachtungen und 
Schlüssen hat sich nämlich blofs ergeben, dafs zwei mit der Kraft S ge- 
gen einander gedrückte Körper einem gegenseitigen Verschieben dersel- 
ben ın der Richtung der Berührungs-Ebene widerstehen, und dafs, im 
Falie der eine von beiden Körpern unbeweglich ist, die Reibung jedes 
Bestreben zu einem solchen Verschieben des beweglichen Körpers auf 
dem unbeweglichen aufzuheben im Stande ist, so lange dieses Bestreben 
eine bestimmte, dem Prucke proportionale Gröfse nicht übersteigt. 
Denken wır uns nun zwei durch gleiche und entgegengesetzte Kräfte 
von der Gröfse Ö an einander geprefste Körper, von denen aber keiner 
durch irgend \Yıderstände anderer Art in seiner Fähigkeit, sich zu be- 
wegen, noch neue Beschränkungen erleidet, und bringen wir an diese 
Körper in der Richtung der Reibungs-Ebene zwei einander gleiche und 
entgegengesetzte Kräfte, jede von der Gröfse F, an, so werden diese 
Kräfte ein Verschieben der beiden Körper an einander beabsichtigen und 
auch ın der That bewirken, wenn sie den Widerstand, welchen dıe Reibung 
einem solchen Verschieben entgegensetzt, zu überwinden im Stande sind. 

Zuvörderst ist nun nicht schwer einzusehen, dafs der gröfste Werth 
von J, bei welchem eben noch ein Auseinandergehen der beiden Kör- 
per verhindert wird, x ıst, derselbe nämlich, welcher in dem einen 
Körper wahrgenommen wird, wenn der andere unbeweglich ist; denn 
die hier thätıg wirksame, gleich grofse Gegenkraft in dem zweiten be- 
weglichen Körper, wird dort durch eine der Action an Stärke gleich 
kommende Reaction in der festen Unterlage vertreten. Die Summe der 


| 
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durch die Reibung in beiden Körpern aufgehobenen Gegenkräfte kann 
also jedesmal bis zu dem Werthe 245 ansteigen, aber diesen Werth 
nicht übersteigen. 

Dieselbe Bestimmung des gesammten Reibungswiderstandes scheint 
zum Andern auch dann noch beibehalten werden zu müssen, wenn die 
beiden Körper, statt wie eben durch gleiche, jetzt durch ungleiche, aber 
der Richtung nach noch immer entgegengesetzte Kräfte X und F zu 
einer Bewegung in der Richtung der Reibungs- Ebene nach entgegen- 
gesetzten Seiten angetrieben werden *). So lange nämlich die Summe 
der beiden Kräfte X und Y den Werth 2% nicht übersteigt, wird auch 
kein Verschieben der beiden Körper an einander eintreten, sondern es 
wird eine blofse Vertheilung der Kräfte A und F über beide Körper, auf 
ähnliche Weise, als wenn beide nur Theile eines und desselben festen 
Körpers wären, geschehen, welche eine, beiden Körpern gemeinsame Be- 
wegung von solcher Gröfse, wie sie der zwischen beiden Kräften X und 
Y statt üindende Unterschied nach sich zieht, zur Folge hat. 

Die hier versuchte Behandlung der losen Rolle unterscheidet sich 
von der, so viel ich weils, bisher allgemein üblichen gerade darin, dafs 
sie, der eben geschehenen Betrachtung gemäfs, als Bedingung des Nicht- 
verschiebens zweier an sich beweglichen Körper an einander fordert, 
dafs die Summe der in beiden nach entgegengesetzten Seiten ihätigen 
Kräfte X und F den Werth 245 nicht übersteige, aber über die Gröfse 
der einzelnen Kräfte X und Y selbst zum Voraus nicht verfügt, sondern 
diese Entscheidung lediglich der Rechnung überläfst. Es ist übrigens 
leicht einzusehen, dafs die Bedingung des Nichtverschiebens in einer noch 
allgemeinern, zu unserm Zwecke jedoch unnöthigen Form gegeben wer- 
den kann. 

Der Kürze wegen wollen wir obige allgemeinere Bedingung des 
Nichtverschiebens zweier beweglicher Körper an einander immer dadurch 
bezeichnen, dafs wir sagen: das Maximum der Reibung 245 kann mit 
einem beliebigen Theile in dem einen Körper auftreten, sich in ihn wer- 
fen und mit dem übrigen Theile in den andern Körper. 


*) Dieses Gesetz, so wahrscheinlich man es auch finden mag, stelle ich doch nur problema- 
tisca hin, weil es in der That eine besondere Bestätigung durch Versuche verlangt, da zu ihm die 
noch wenig bekannten Gesetze der Vertheilung von Kräften aus einem Körper in den andern mit- 
telst der Reibung sich gesellen. 
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13) Aufgabe 3. Über eine lose Rolle, deren Wände in verti- 
caler Richtung schweben, ist ein Seil gezogen, dessen eines Ende aı. 
einer Stelle unverrückbar fest gemacht worden ist, und an diese Stelle 
ist mittelst Zapfen vom Halbmesser g und Zapfenlagern *) eine vertical 
abwärts wirkende Last Q geknüpft, beide Enden des Seils aber wirkeu 
vertical aufwärts; man sucht die Bedingungen des Gleichgewichts unter 
Mitwirkung der Reibung ım Maximo, 

Auflösung. Da beı der in dieser Aufgabe vorkommenden An- 
ordnung zwei verschiedene Theile auftreten, wovon jeder an sich beweg- 
lich ıst, und in seiner Bewegung durch den andern nur vermöge des Zu- 
sammenhanges zwischen Zapfen und Zapfenlager gehemmt wird, so kann 
nach den allgemeinsten Regeln der Statik in der hier zu behandelnden 
Verbindung nur dann das Gleichgewicht vorhanden sein, wenn jeder 
Theil für sich in Folge der in ıhm thätigen Kräfte und des Widerstan- 
des, welcher ihm aus der Art seiner Verknüpfung mit dem andern Theile 
erwächst, im Gleichgewichte sich befindet. Nennen wir nun S den im 
Falle des Gleichgewichts zwischen Zapfen und Zapfenlagern sich bilden- 
den, senkrecht gegen ihre gemeinschaftliche Berührungs-Ebene gestellten, 
und deshalb, weil wir hier cylinderförmige Zapfen und Zapfenlager vor- 
aussetzen, durch die Umdrehungs- Achse laufenden, gegenseitigen Druck, 
und ® den Winkel, welchen die Richtung dieses Druckes in der Rolle 
mit der Verticallinie macht, so ist 2u.$ der gröfste Werth für die zwi- 
schen Zapfen und Zapfenlagern sich bildende Reibung. Wäre einer 
von den beiden Theilen der hier behandelten Vorrichtung fest, so wäre 
die Hälfte #$ der ganzen Reibung als widerstehende Kraft unbedenklich 
in den andern Theil zu legen; da aber hier beide Theile beweglich sind, 
so läfst sich nicht im Voraus schon angeben, ob die Reibung als wider- 
stehende Kraft blofs in dem einen, oder blofs in dem andern, oder theils 
in dem einen und theils in dem andern Theile thätıg sein werde; viel- 
mehr mufs die Beantwortung dieser Frage eben erst aus der Natur un- 
serer Aufgabe selbst hergeholt werden. Wir wollen daher den ın der 
Rolle sich bildenden Theil der Reibung mit x bezeichnen, so ist nach 
dem, was schon oben in Nr. 12. auseinander gesetzt worden ist, 2uS— x 


*) Es ist für die Rechnung ganz gleichgültig, ob die Zapfen an der Rolle fest sind und sich 
in den mit der Last vereinten Zapfenlagern drehen, oder ob die Zapfenlager an der Rolle fest sind 
und sich um die mit der Last vereinten Zapfen drehen. 
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derjenige Theil der Reibung, welcher in dem mit der Rolle verknüpften 
Theile der Vorrichtung, an welchem die Last befestigt ist, wirksam, 
und dessen Richtung der des Theiles x gerade entgegen gesetzt ist, vor- 
ausgesetzt, dafs wir fortwährend nur den Fall, wo die Reibung in ihrem 
Maximo auftritt, vor Augen behalten. Nennen wir nun noch r den Halb- 
messer der Rolle, P und P’ die auf beiden Seiten des um die Rolle ge- 
schlungenen Seils in diesem Seile thätigen Kräfte, von denen P die grö- 
fsere sein soll, so wirken offenbar in dem Theile der ganzen Vorrich- 
tung, welcher die Rolle ausmacht, erstlich die Kräfte P und P’ vertical 
aufwärts und in der Entfernung r von der Umdrehungs- Achse, zweitens 
der durch die Umdrehungs- Achse gerichtete Druck $ unter dem Win- 
kel © gegen die lothrechte Richtung, und endlich drittens noch die aus 
der Reibung hervorgehende Kraft x in der Entfernung des Zapfenhalb- 
messers e von der Umdrehungs- Achse und in einer Richtung, die senk- 
recht auf der des Druckes S steht, und einem beabsichtigten Verschie- 
ben der Zapfen und Zapfenlager an einander gerade entgegenläuft. Das 
Gleichgewicht dieses Theils der Vorrichtung wird mithin, den bekann- 
testen Sätzen der Statik gemäfs, durch nachstehende Gleichungen be- 
dingt: *) 

1. = ex, 

2, S.cs® = P+-P'—xsınd, 

3. 8.snd® = xcosd, 
wobei der Angriffspunct sowohl als der Winkel ® auf der Seite von der 
Verticalen liegend gedacht worden ist, auf welcher die überwiegende 
Kraft P liegt. Diese Annahme entspricht der Wirklichkeit. Die ent- 
gegengesetzte Annahme würde eine Änderung in den darauf Bezug neh- 
menden Vorzeichen veranlassen, dann aber die Rechnung selbst das Irrige 
der Annahme wieder gut machen, | 

In dem andern Theile der Vorrichtung, an der Stelle wo der 

Druck zwischen den Zapfen und ihren Lagern sich bildet, wirkt erst- 
lich die Last Q, zweitens der Druck S, und endlich drittens der Theil 
22». $— x der Reibung, in Richtungen, welche beziehlich denen der Kräfte 


*) Man wird ohne mein Erinnern sogleich gewahr werden, dafs das Gewicht der Rolle blofs 
der Einfachheit halher aufser Acht gelassen worden ist; eben so ist blofs der Kürze halber r Halb- 
messer der Rolle genannt worden, obgleich dieser Buchstabe in der Rechnung die Entfernung de 
Kräfte P und P’ von der Umdrehungs - Achse, d. h. den um die halbe Seildicke vergröfserten Halb- 
ınesser der Rolle vorzustellen hat. 
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P und P', des Druckes $ und der Reibung x im vorigen Theile entge- 
gengesetzt sind. Das Gleichgewicht in diesem andern Theile der Vor- 
richtung wird mithin, wenn man sich alle Kräfte an der gedachten Stella 
in gerade entgegengesetzter Richtung genommen vorstellt, wodurch in 
der Sache nichts geändert wird, den Elementen der Statik gemäfs, durch 
nachstehende Gleichungen bedingt: 

4. Scos® = Q— (uS—x)sin®, 

I. Ssind® = (2u—x)cos®, 
wobeı noch dieselbe Lage des Angriffspunctes, wie vorhin, vorausgesetzt 
worden ist. 


Aus der 3ten und Sten Gleichung erhält man sogleich 


== 
und nun aus der ?ten und 4ten 
und aus der dritten 
tangP = 


ferner folgt nun aus der 2ten, mit Zuziehung der für x und P+P’ ge- 


fundenen Werthe, 


cosp—+- usinp’ 
oder, wenn man für % den Werth tang® setzt und zusammenzieht, 


Ocos®. 
Dadurch verwandelt sich der vorhin für x gefundene Werth in folgenden: 


x = u0cosd, 
und mittelst dieses Werthes erhält man aus der 1sten Gleichung: 


P—P= 
Aus den für P+P’ und P—P’ gefundenen Werthen fliefst nun: 
P=1 (1 +#2c0s), :0(1— 
1 
Da übrigens tang® = u, so wird setzt man daher 


| 1 
den bekannten \WVerth 


P' gefundenen Werthe über in: 
P P= - uf), 


welche alle einzelnen Fragepuncte der vorgelegten Aufgabe beantworten 


—=f, so gehen obige, für ®, S, x, P und 
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Die gesuchten Bestimmungsstücke hängen hier von der Zahl f auf ähn. 
liche Weise ab; wie die in Aufgabe ?. gefundenen von der dortigen Zahl 
J, und eine ganz einfache Betrachtung giebt auch hier zu erkennen, dafs 
wenn & den Werth 75 nicht übersteigt, wie dies unter den gewöhnlichen 
Umständen stets der Fall ist, so kann man /=1 setzen, ohne dafs dar- 
aus in den einzelnen Angaben ein Fehler hervorgehen könnte, der mehr 
als 1 Procent betrüge. Eine Unrichtigkeit von so geringer Gröfse ist 
aber kaum in irgend einem Falle der Anwendung in Anschlag zu brin- 
gen, weshalb fast ohne Ausnahme obige Formeln noch dadurch verkürzt 
werden können, dafs man die Zahl f aus ihnen ganz wegläfst. 


14) Da beim Gleichgewichte ohne Reibung P=P’=3%0 ist, so 
drückt inf (Q offenbar die durch die Reibung veranlafste Änderung in 


jeder der Kräfte P und P‘ aus, welche in der einen eine Vermehrung, 
in der andern dagegen eine Verminderung bewirkt. Eine weitere Zer- 
gliederung zeigt, wie dieses und alle übrigen Resultate unter sich voll- 
kommen übereinstimmen. So ist in Folge unserer Behandlung nicht 
blofs der gegenseitige Druck, sondern auch die Reibung in beiden Thei- 
len der Vorrichtung der Gröfse nach gleich und der Richtung nach ent- 
gegengesetzt; wenn man sich daher, was schon bei existirendem Gleich- 
gewichte stets erlaubt ıst, alle einzelnen Theile des Systems zu einem 
festen Ganzen verbunden vorstellt, so mufs dieses Ganze nothwendiger- 
weise blofs durch die unter sich parallelen Kräfte P, P’und Q im Gleich- 
gewichte erhalten werden, es mulfs also sein P-P’=0, wie in der 
That der Fall ist, und die Momente aus den Kräften P und P’ in ihre 
Entfernungen vom Unterstützungspuncte müssen noch aufserdem einan- 
der gleich sein. Dies letztere läfst sich aber so zeigen. Weil nämlich 
r die Entfernung der Kräfte P und P’ von der Umdrehungs- Achse be- 
zeichnet, und der durch den Angriffspunct gezogene Radius mit der Ver- 
ticallinie auf der Seite der überwiegenden Kraft P den Winkel ® bil- 
det, so ist e sin ® die Entfernung des Angriffspunctes von der Vertical- 
linie auf derselben Seite, und als Folge r—osin® die Entfernung der 
Kraft P, so wie r+esin® die Entfernung der Kraft P‘ von dem An- 
griffspuncte; die vorhin erwähnten Momente sind also: 


P(r—esin®) und P’‘(r-+esin®). 
Aus-tang® = erhält man aber oder sind = uf. 
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Setzt man diesen Werth für sin® in die eben erhaltenen Ausdrücke FE 
beiden Momente, so werden diese: 


und 
und es zeigt sich nun auf der Stelle, dafs diese Momente einander gleich 
sind, und dafs sonach alle Bedingungen des Gleichgewichts in der als 
ein festes Ganze betrachteten Vorrichtung erfüllt sind, wenn man nur 
noch für P und P‘ ihre vorhin gefundenen Werthe setzt. 

Die hier erhaltenen Resultate weichen von den auf gewöhnlichem 
Wege erhaltenen nicht ab, weil die in ihnen vorkommenden Bedingungen 
eine gleiche Vertheilung der Reibung über beide Theile der Vorrichtung 
nach sich ziehen; um daher über die eigentliche, bei ungleicher Verthei- 
lung sich erst recht hervorhebende Function der Reibung in der losen 
Rolle noch gröfseres Licht zu verbreiten, und zugleich um den Grund 
einer bei dem Gebrauche dieser Vorrichtung stets wahrzunehmenden Sei- 
tenbewegung klar nachzuweisen, will ich an die vorige Aufgabe noch 
folgende damit verwandte anreihen. 


15) Aufgabe 4 Es bleibe alles noch ganz so wie in der vori- 
sen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs die beiden Enden des 
Seils jetzt nicht mehr vertical aufwärts, sondern, zwar noch unter sich 
parallel, aber in einer Richtung wirken sollen, die mit der Verticallinie 
einen gegebenen Winkel & bildet; man soll in diesem Falle die Bedin- 
gungen des Gleichgewichts mit Zuziehung der Reibung im Maximo 
angeben. 


Auflösung. Stellt man bei dieser Auflösung dieselben Betrach- 
tungen an, wie in der vorhergehenden, und behält man alle dortigen Be- 
zeichnungen auch hier noch in demselben Sinne bei, so erhält man auf 
eine ganz ähnliche Weise, als Bedingungen des Gleichgewichts für den 
Theil der Vorrichtung welcher die eigentliche Rolle ausmacht, folgende 
Gleichungen: 

1. (P-P)r= oa, 

2. Scos® = (P+P')cose—xsınd, 

3. Ssin® = (P+P')sine + xcos®, 
und für den andern Theil der Vorrichtung folgende: 

4. Scos® = Q— (2uS—a)sind, 

Ssin® = 
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Um in den Gliedern, worin Theilkräfte der Reibung vorkommen, ein 
doppeltes Vorzeichen zu vermeiden, ist festgesetzt worden, dafs die Rei- 
bung stets unter dem Winkel ®-+-90° auftritt, welches darauf hinavs- 
läuft, alle Winkel nach der Seite hin zu zählen, nach welcher die Rolle 
von der Reibung zu einer Drehung angereizt wird. Diese Anordnung in 
der Art die Winkel zu beziehen, ist dieselbe, welche schon in Aufgabe ?. 
gebraucht worden ist, und läfst sich hier wie dort jedesmal aus den un- 
mittelbaren Angaben der Aufgabe noch vor aller Rechnung leicht ins 


Werk setzen. 


Aus der ?ten und 3ten dieser Gleichungen erhält man durch Elı- 
mination der Größse x: 
= (P+P)eos(@—P), 
und aus der 4ten und 5ten durch Elimination von uS— x: 


S= 0cos®, 
woraus ferner folgt: 


cos(@e 
sodann erhält man aus der Sten Gleichung, mit Zuziehung des für $ ge- 


fundenen Werthes, 
I. == ((2u cos®—sind), 


und aus der ersten Gleichung, mit Berücksichtigung des eben für x ge- 
fundenen Werthes: 
IV. P- = = 


Durch Addition der 3ten und Sten Gleichung erhält man 
2Ssind = (P+PN)sinz + 2uScosd; 
setzt man aber in diese Gleichung für $ und P+P’ ihre eben erhalte- 
nen Werthe, so ergiebt sich 
2(sın D’—ucos®) = sine, 
aus der der Winkel ® in folgender Weise sich bestimmen läfst. Führt 
man nämlich einen Winkel y von der Beschaffenheit ein, dafs tangy = u, 
so verwandelt sich vorstehende Gleichung in folgende: 
2sin (D—v) cos(«—®) = sin«.cosy, 
und diese geht, nach einer bekannten trigonometrischen Formel, über in: 
sin(@—v) + sin2P —a—v) = sin« cos), 
woraus sich nun, nachdem sin («—v) entwickelt worden ist, sofort ergiebt: 
V. = cose sinv. 
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Hat man nun erst aus der letzten Gleichung (V.) den Winkel ® 
gefunden, so dienen dann die Gleichungen (I.), (I.), (III) und (IV.) zur 
Bestimmung aller noch übrigen unbekannten Stücke der Aufgabe. Die 
Gleichung (V.) geht, was auch die Natur der Sache verlangt, für =0 
in die entsprechende Gleichung der vorigen Aufgabe, nämlich in die 
Gleichung tang® = u über; denn für =0 verwandelt sich die Glei- 
chung (V.) in sin(2d—v) = sinv, woraus erstlich O==»v und dann auch 
tangd® =tangy=u folgt. Nachdem man diesen Übergang erkannt hat, 
hält es nıcht mehr schwer, einzusehen, dafs unter derselben Voraus- 
setzung auch die Gleichungen (I.), (I.), (III.) und (IV.) in die analogen 


der vorigen Aufgabe übergehen. 


16) Aus den hier erhaltenen Resultaten lassen sich einige nicht 
uninteressante Folgerungen ziehen, die wir nicht aufser Acht lassen wol- 
len. Da nämlich der Werth x seiner Natur nach nicht über die Gren- 
zen © und 245 hinaus fallen kann, so folgt aus der Gleichung (Ill.) in 
Verbindung mit der (l.), dafs 2u—tang® nicht über die Grenzen O und 
24, oder tang® über die Grenzen 2% und O hinaus fallen können. Da 
wo tangd®=2u, ist und wo tangd = 0, da ist 245; ım 
erstern Falle liegt also von der Reibung gar nichts in der Rolle, sondern 
alle in dem mit der Last vereinten Theile, im andern Falle hingegen 
liegt die ganze Reibung ın der Rolle und nichts davon in jenem Theile 
der Vorrichtung. Um nun die Werthe zu finden, welche an jenen Gren- 
zen dem Winkel # ım Zustande des Gleichgewichts entsprechen, müs- 


sen wir die Gleichung (V.) nach & auflösen. Dadurch erhält man: 
2tang p — 2tangv 
1 — tang p (tang — 2tangr)’ 


tanga 


oder. wenn man für tangy ihren Werth x setzt: 
2tane p — 2u 


1 — tangp (tangp —2u) 


Mit Hülfe dieser Gleichung findet man nun, dafs an der Grenze, wo 
tangd—=2u ist, tanga=2 werde, und dafs an der Grenze, wo tang®=0 
ist, fange = — sei. Es erhellet aus dieser Betrachtung, dafs an der 
losen Rolle die Last Q mit den Kräften P und P', bei gar verschiedener 
Lage der Enden des Seils gegen die Verticallinie, unter sich im Gleich- 
gewichte sich befinden könne; jedesmal nämlich, so lange der Winkel o, 
welchen die Richtung des Seils diesseits oder jenseits der Verticallinie 
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mit dieser macht, nicht so grofs wird, dafs seine Tangente den Werth 
24 übersteigt. Der Unterschied in diesen verschiedenen Gleichgewichts- 
zuständen ist blofs darin begründet, dafs die Reibung 2u.S in jedem auf 
eine andere Weise sich über die Zapfen und Zapfenlager vertheilt, und 
an den Grenzen, wo tange—= +21 wird, liegt die Reibung entweder 
ganz in den Zapfen, oder ganz in den Zapfenlagern. Eine genaue Be- 
rücksichtigung der Art und Weise, wie die Beziehung der Winkel in 
dieser Auflösung festgesetzt worden ist, giebt zu erkennen, dals wenn 
man sich so vor die Ebene, worin die wirkenden Kräfte liegen, sich 
hingestellt denkt, dafs die überwiegende Kraft P der schwächer wirken- 
den P’ zur Rechten liegt, und nun den Gleichgewichtszustand in’s Auge 
fafst, wobei die beiden Enden des Seils zur Linken von der durch ihren 
obersten Punct gehenden Verticallinie abweichep, und mit dieser einen 
Winkel machen, dessen Tangente = 24 ist, so ist auch tans® = 24, 
d.h. der Druck $ erzeugt sich in einer mit den Enden des Seils paral- 
lelen Richtung, und die Reibung 24,5 liegt dann ganz und gar in dem 
Theile der Vorrichtung, durch den die Last Q mit der Rolle zusammen- 
hängt; falst man dagegen den Gleichgewichtszustand in’s Auge, wo die 
Enden des Seils zur Rechten von der durch ihren obersten Endpunct 
laufenden Verticallinie abweichen und mit dieser einen Winkel bilden, 
dessen Tangente —=2u ıst, so ist in diesem Falle tang®=0, d.h. der 
Druck S zwischen den Zapfen und ihren Lagern bildet sich in vertica- 
ler Richtung, und die dann horizontal wirkende Reibung 245 hat jetzt 
ganz und gar ihren Sitz in der Rolle. Beziehen wir daher die jedesma- 
lige Gleichgewichtslage der Vorrichtung auf die durch den Aufhänge- 
punct der Einden des Seiles gehende Verticallinie und nennen Lage 4 
jede nicht lothrechte, wobei das Ende des Seils, woran die gröfsere Kraft 
P wirket, nach aufsen gekehrt ist, Lage P dagegen diejenige, wobei das- 
selbe Ende des Seils nach innen gekehrt ıst, so hat sich aus der bishe- 
rigen Untersuchung ergeben: 

1. dafs mit der äufsersten Lage / ein verticaler Druck $ und der 
Sıtz der vollen Reibung 245 ın der Rolle, verknüpft sei; 

2, dafs mit der äufsersten Lage D ein mit den Enden des Seils paral- 
leler Druck $, und der Sitz der vollen Reibung 2&£S in dem mit 
der Rolle verbundenen Theile, woran die Last wirkt, verknüpft sei; 

3. endlich dafs, was bereits in der vorigen Aufgabe erwiesen worden 
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ist, bei einer T,age, welche zwischen den äufsersten Lagen 4 und B 
gerade das Mittel hält (d.h. wobei die Enden des Seils vertical her- 
abhängen), der Druck $ sich in einer Richtung erzeugt, die mit 
der Verticallinie einen Winkel bildet, dessen Tangente = « ist, und 
dafs ın diesem Falle die Reibung 24 sich in gleichen Theilen auf 
die Zapfen und deren Lager vertheilt. 

17) Aus Vorstehendem läfst sich nun leicht der Umfang ange- 
ben, innerhalb welches Veränderungen im Gleichgewichtszustande der 
losen Rolle eintreten können, und zugleich die Function nachweisen, 
welche dabei jedesmal die Reibung auf sich nimmt. Stellen wir uns 
nämlich die mit einer losen Rolle durch Zapfen und Zapfenlager ver- 
bundene Last frei schwebend und die ganze Vorrichtung in ihrem natür- 
lichen Gleichgewichtszusfande vor, wobei jedes Ende des Seils die halbe 
Last Q trägt, der Druck gegen Zapfen und Zapfenlager in verticaler 
Richtung geschieht, und die Reibung Null ist, weil sie durch keine Ur- 
sache zur Thätigkeit aufgefordert wird, und dafs z. B. dem unbefestig- 
ten Ende des Seils eine Überwucht von solcher Gröfse mitgetheilt werde, 
dafs zwar mit Zuziehung der Reibung dadurch noch kein Verschieben 
zwischen den Zapfen und ihren Lagern eintreten kann, aber doch die 
Reibung veranlafst wird, sich bis an ihr Maximum hinauf zu steigern; 
so wird die Reibung im ersten Augenblicke angewiesen, ihre ganze Thä- 
tigkeit blofs in die Rolle zu werfen, weil im ersten Augenblicke aller 
Trieb zur Bewegung blofs in der Rolle erweckt wird. Und weil über- 
dies der Druck zwischen den Zapfen und ıhren Lagern m verticaler 
Richtung geschieht, so wird die äufserste Lage #4 diejenige sein, welche 
unter solchen Umständen der ganzen Vorrichtung ihrer Natur nach zu- 
kommt. Auch wird in der That unter den obwaltenden Umständen die 
ganze Vorrichtung angetrieben werden, jene äufserste Lage „4 einzuneh- 
men, und sie müfste sich auch wirklich in Folge der in horizontaler 
Richtung auftretenden und nur nach jener Seite hinstrebenden Reibung 
in Bewegung setzen, um die entsprechende Stellung einzunehmen, wenn 
sich einer solchen Bewegung nicht die mit der losen Rolle stets ver- 
knüpfte pendelartige Beschaflenheit der ganzen Vorrichtung entgegen- 
setzte. Durch die pendelartige Natur der ganzen Vorrichtung aber wird 
die gedachte Bewegung Lbloßs in ein Verrücken des Angriffspunctes und 
in eine damit verbundene Änderung in der Richtung des Druckes um- 


- 
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gewandelt, so lange bis der ın Aufgabe 3. abgehandelte Gleichgewichts- 
zustand eingetreten ist; dann aber ist auch eine gleichförmige Verthei- 
lung der Reibung, welche ım ersten Augenblicke blofs auf die Rolle sich 
hinzuwerfen gezwungen war, über die Zapfen und Zapfenlager bereits 
geschehen. Es ist übrigens leicht einzusehen, dafs bei einem plötzlichen 
Eintritte der Überwucht, und noch mehr bei fortdauernder Veranlassung 
dazu, wie dies z. B. bei einem stetigen Heben der Last der Fall wäre, 
auch eine wirkliche Seitenbewegung beginnen, und im letztern Falie auch 
eine bleibende, der äufsersten Lage £ mehr oder weniger sich annä- 
hernde Stellung der ganzen Vorrichtung eintreten müsse. Die Gröfse 
des Winkels #, unter welchem sich die ganze Vorrichtung bei einem 
ununterbrochenen, gleichförmigen Heben der Last einstellt, hängt, wie 
man sogleich gewahr wird, nicht blofs von der Gröfse des Reibungs- 
co@flicienten, sondern auch von der Geschwindigkeit, womit die bewe- 
gung geschieht, ab. Das Problem der losen Rolle ist nämlich ım All- 
gemeinen, so lange der Winkel & noch unbestimmt bleibt, eine unbe- 
stimmte Aufgabe; diese Unbestimmtheit verschwindet jedoch, sobald das 
Problem nicht mehr zur Statik, sondern zur Mechanik gerechnet wırd, 
weil dann die Art, wie sich die Reibung über beide Theile der Vorrich- 
tung vertheilt, aus der Natur der die Bewegung bewirkenden Kräfte er- 
kannt werden kann. 

Für den Fall, wo dıe Last Q an der losen Rolle durch Menschen, 
ruckweise in die Höhe gezogen wird, ergeben sich noch aus obigen Be- 
trachtungen folgende besondere Bemerkungen. Wenn nach geschehenem 
ersten Zuge durch die Menschen die ganze Vorrichtung in eine Lage 4, 
die mehr oder weniger der äufsersten Lage -f sich annähern kann, ge- 
kommen ist, und nun nach aufgehobener Anziehung des Seils die ganze 
Vorrichtung sich selber überlassen bleibt, so wird sie, gleich einem Pendel, 
wiewohl in verwick«lterer Art, Schwingungen eingehen, und so lange 
sie sich selber überlassen bleibt, abwechselnd in Lagen 4 und ın Lagen 
B kommen. Je nachdem nun der zweite Zug durch Menschen ın einer 
oder ın der andern von diesen Lagen geschieht, wird der Erfolg ein an- 
derer sein. Geschieht nämlich der zweite Zug in dem Augenblicke, wo 
die Vorrichtung bei ihren Schwingungen ihre höchste Lage 4£ erreicht 
hat, so wird während des Zuges der Gang der Schwingungen verzögert, nnd 
zusleich die gröfste Kraft zur Ilervorbringung einer und derselben Hebe- 
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schwindigkeit erfordert werden. Geschieht aber der zweite Zug in dem 
Augenblicke, wo die Vorrichtung während ihrer Schwingungen die 
höchste Lage B erreicht hat, so ist an dieser Stelle zur Hervorbringung 
derselben Hebgeschwindigkeit der geringste Kraft- Aufwand erforderlich ; 
zugleich wird aber auch der Gang der Schwingungen beschleunigt und 
ihr Umfang vergröfsert werden. Geschieht endlich der zweite Zug in 
dem Augenblicke, wo die Vorrichtung ihre natürliche Stellung einge- 
nommen hat, in welcher nämlich die Seile vertical herabhängen, so ist 
zur Hervorbringung derselben Geschwindigkeit eine mittlere Kraft erfor- 
derlich, wie sie dem in Aufgabe 3. behandelten Gleichgewichtszustande 
entspricht, und der Gang sowohl als der Umfang der Schwingungen wird 
dabei entweder aufgehoben oder erhöhet, je nachdem die Vorrichtung aus 
Lagen 4 oder aus Lagen Z in die bezeichnete Stellung zur Zeit des 
zweiten Zuges gekommen war. 

Indem ıch die Betrachtung der losen Rolle hier schon fallen lasse, 
geschieht es in der Hoffnung, dafs der blofse Versuch zu einer vollstän- 
digern Theorie der an dieser interessanten Vorrichtung sich zeigenden, 
mannigfaltigen Erscheinungen und zu einer gründlichern Bearbeitung des 
Gegenstandes Anlafs geben werde. 


* 
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Recherches sur la figure et le mouvement d’une bulle 
d’air, dans un liquide de densit€ constante; «question 
proposce par l’academie Royale de Bruxelles 
le concours de 1825. 


(Par Mr. T’heremin, Capitaine du genie des voies de communications 
a Ircoutsk en Sib£rie.) 


1”° Partie. Recherches sıwr la figure de la bulle, 


Pour determiner la figure de la bulle, ıl faudrait pouvoir la consid£- 
rer dans l’etat de repos; or, cet etat est impossible, sı la bulle n’est 
pas capillaire, car, la densit@ de l’aır etant fort petite comparativement 
ä celle de presque tous les liquides connus, la force qui tendra ä faire 
monter la bulle, sera toujours plus grande que la coh@sion des molccules 
liquides, a moins que les dımensions de la bulle n’exedent pas le rayon 
de la sphere d’activit@ de la force de cohesıon. 

Pour pouvoir considerer la bulle dans l’&tat de repos, nous pouvons 
faire une hypothese, qui est d’ailleurs permise: c’est d’imaginer que le 
liquide soit Jun möme en mouvement, et que ce mouvement soit dgal et 
directement oppose a celui que la bulle auraıt en montant dans le liquide 
hbrement en vertu de la difference de densite, et sang aucune vitesse 
initiale. Il est bien Evident que cette hypothese ne change absolument 
rien a la figure de la bulle, et nous permet seulement de la considerer 
dans l’etat de repos, ce qui facilite l’abord de la question. 

Cela pose, prenons pour plan de xy, le plan horizontal tangent 
a la partie inferieure de la bulle, et pour axe des ordonnees verticales, 
£, laxe de revolution de la bulle (car il est Evident que la surface de la 
bulle sera de revolution), nommons % la hauteur du liquide au dessus du 
plan des xy, en un instant quelconque £, alors, la pression correspondante 
une ordonne&e z, sera, pour l’unite de surface: 

g.D.(h—2z), 
g €tant la pesanteur, et D representant la densitö du liquide. 
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Sı lon nomme d4 un el&ment de la surface de la bulle, ayant 
pour projection sur le plan horizontal le rectangle infiniment petit dx.0y, 
l’expression de la pression du liquide sur cet &lemaent sera: 

gue nous representerons, pour abreger, par p. 

Supposons que la bulle ä Yinstant 7, olı nous la considerons, ait 
a figure qui lui convient pour l’Ctat d’öquilibre entre les pressions des 
elömens de sa surface, supposons dis-je pour un instant infiniment petit, 
que sa surface devienne solide, excepte en deux quelconques de ses ele- 
mens O4 et 0: ıl est bien &vident que cette hypotöse ne change rien 
a la nature de la question, et que puisque la surface est celle qui con. 
vient A V’equilibre, cet Equilibre devra continuer A subsister entre les 
pressions p et p’ des deux clemens 0.4 et 0.4, pour lesquels la surface 
ne se serait pas solidifice, 

Pour exprimer lequilibre entre les pressions p et p’, le principe 
d’egalit& de pression donnera: 


1 p 04 


Quoique le principe d’egalit@ de pression ne soit vrai, que pour 
le cas olı le iluide interieur seroit non pesant, nous pouvons cependant 
en faire usage ici, puisque par I’hypotese du mouvement du liquide et 
du repos de la bulle, nous transmettons au liquide l’effet de la pesanteur 
de lair de la bulle, et parconsöquent nous pouvons pour un instant con- 
sıdirer la bulle comme non pesante. 

Si les deux &l&emens d£ et 0.4’ sont contigus, nous aurons: 
ei de möme la pression p‘ sera p =p--Op, 
valeurs qui dtant mises dans l’äquation (1.) donnent: 

po Atp® pe dA+Ep.0A. 
ou simplement, en supprimant p©.f de part et d’autre: 
2. p®A = 09.04. 

Comme et sont fonctions de 2, x, y, ıl s’en suit que l’equa- 
tion (2.) exprime une proprietc de la surface de la bulle, et peut servir 
consäquemment diterminer la nature de cette surface. Observons avant 
tout que la surface de la bulle est fermee, et de revolution par rap- 


port a Vaxe de z, nous aurons pour l’expression de cette surface une 


ernmatıien de la forme: 


| 
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B etant une constante, et Fexprimant une fonction quelconque de Yy(z’-+-y°); 
or le signe supdrieur appartient l’ordonnde de le surface superieure, ei 


linferieur ä la portion de surface, inferieure au plan horizontal z= PR; 
il suit de ceci, que dz aura aussi le double signe +, et parconsäquent 
l’accroissement Op de la pression devra avoir aussi le double signe, puisque 
comme on peut facilement le deduire de l’ex- 
pression de p, avec la seule difference qu’il faut prendre le signe + pour 
la surface inferieure et le signe — pour la surface superieure, quand il 
s’agit de l’accroissement dz de lordonnde, et les signes en sens inverses 
pour laccroissement ©p de la pression; ainsi, l’&quation (2.) 
== 09.04 

est celle de la surface sup£rieure, et l’equation: 

3. — 09.94 
celle de la surface införieure de la bulle. 

Examinons d’abord l’öquation (3.;; pour cela, faisant passer le se- 
cond membre dans le premier, on aura &vileinment lexpression de la 
differentielle du produit p.d4; or si 

on aura necessairement p.0.4 = constante. 

Pour determiner la constante, mettons au lieu de >, sa valeur dx.dy.g.D(h—z) 
et au lieu de 84 sa valeur connue dx.dyy(1--9°-+g”), g et g’ expri- 
mant ici les co@füciens differentiels partiels de z pris par rapport ä x et 
a y, et on aura: 
y.g.D(h—z)y = constante. 

Or, ıl est evident que pour le plan horizontal nous aurons ä la foıs Z=0, 
g—=0, doü Von tıre: 

= constante, 
valeur qui etant mise dans l’&quation cı dessus la change, en simpliliant, en 

4, 
que on peut mettre sous la forme: 

4, h— z 1 


Or on saıt que - est expression du cosınus de lanrle que 


le plan tangent faıt avec le plan des x, y, ou bien de l’angle que la nor- 
male fait avec l’axe des z. Aınsı ce cosinus £tant ici ——, ıl est evi- 


dent que lequation ($.) represente une sphere de rayon A. 
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Pour integrer l’&quation (2.), c’est-A-dire celle de la surface su- 
perieure, mettons pour p et 0.4 leurs valeurs ci dessus, et pour 0°.4 la 


quantite: 


nous aurons, apres les reductions: 


or, si Fon multiplie chaque membre par R—2)VAFgeFz7> On aura en 


0x.0y, 


integrant: 

+ = + log(h— 2)’ constante, 
Mais en nommant « la hauteur de la bulle au dessus du plan des xy, 
on aura ü la fois pour ce point culminant: z=e, 9=0, Y=0, ainsi 


constante = — 
d’oüu, parconsequent: 


et enfin, en passant des logarithmes aux nombres: 


I. 1-2? +0’ = 


h—a 


pour Yequation differentielle de la surface superieure de la bulle. 

Sı Fon pose la fos y=0 et ’=,=% l’equation (5.) se re- 
duira a celle de la generatrice plane sur le plan des zz; cette equa- 
tion sera: 


qui nous conduit d’abord A une propriete tres remarquable de la sur- 
0?z 
face. Pour le demontrer prenons d’abord 75, Nous aurons: 


(h—a)?’ ; 


(14) 


or, nous savons que Je rayon de courbure a pour expression: p= — 


> 


0? z 


Ö?x 
donc,' en metiant les valeurs de et de < gr dans on aura: 


= 
Mais sı l'on observe que la pression P correspondante ä la hauteur de 
liquide A—z a pour expression P=2.D(h—z), ıl viendra, en &limi- 


| 
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nant (k—z) entre P et », 


ce qui prouve que le rayon de courbure de la partie supdrieure de la 
bulle est proportionnel a la seconde puissance de la pression exercde par 
le fluide sur la bulle, au point correspondant. Ce resultat est d’autant 
plus remarquable, que sı !’on eut voulu determiner la surface de la bulle 
suivant une hypothese, la seule hypothese permise eut &t& de supposer le 
rayon de courbure proportionnel a une puissance quelconque de la pression. 


En tirant dx de T’öquation (6.) et integrant, il vient: 


+x = (h—.a)log — ı)] + Const. 


or, I x=0,ona z=a, done constante, et 


h— h— z\? 
a) log + Y(( —ı)] 
est l’equation de la generatrice plane de la surface superieure, et pour 
avoir l’equation de la surface elle m&me, ıl suffit de remplacer x par le 
radical V(x’+y?). Quoique l’@quation de la generatrice ne soit pas con- 
structible, ıl est facile de voir que ce sera une courbe tres peu convexe, 
puisque le rayon de courbure est tr&s grand, et varie tres peu d’un point 
a lautre de la surface, a moins que A ne soit fort petit par rapport ä a; 
on pourra m&me remplacer par approximatıon la surface sup£rieure par 
une calotte spherique dont le rayon eg’ serait moyen entre les rayons de 
courbure de tous les points de la surface; sı Yon nomme z==%, la va- 
leur de z pour le point ou la gencratrice plane de la surface superieure 
vient rencontrer le cercle generateur de la calotte inferieure, la valeur 
de g pour ce point sera: 
e= —(h—k’(h—a); 

mais comme #& et @ sont le plus souvent tres petits par rapport a A, ıl 
suit que cette valeur de ge ne differera pas sensiblement de celle de g 
au point culminant, qui est e=—(h—.e)’; donc le rayon e£’, qui sera 
compris entre ces deux valeurs, aura pour expression: oe = —(h—a)’+0, 
d etant toujours une quantitd fort petite. 

La bulle sera d’autant plus applattie que la hauteur A est plus 
grande, et sa forme sera donc a tr&s peu pres celle d’une lentille dont 
les surfaces ou calottes sph£riques auraient pour rayon A et 
etant fort petit; on concgeit de ceci pourquoi les bulles, que ne 
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peut gueres observer que pres de la surface du liquide, paraissent pres- 
que toujours spheriques, puisque les quantitcs A et (A—.a)’ deviennent 
d’autant plus petites, et parconsäquent les deux faces de la Ientille plus 
convexes. 

La figure de la bulle, telle que nous venons de la deduire, ne peut 
jamais &tre'observde dans la nature, ä cause d’une foule de circonstances, 
dont les unes sont propres ä alterer la figure de la bulle, et les autres 
propres ä nous faire illusion sur la figure reelle; parmi les causes qui 
alterent la figure calculde de la bulle, il faut mettre en premier lieu la 
viscosit& du liquide, que nous n’avons pas introduit dans le calcul, et 
qui augmente beaucoup la cenvexite,; en effet, la viscosite augmente la 
cohesion des moldcules liquides, et parconsdquent les molecules qui for- 
ment une espece d’enveloppe auiour de la bulle, s’attirant avec d’autant 
plus de force que la cohdsion est pius grande, ıl s’en suit que cette enve- 
loppe cede alors moins facılement a la pression du liquide environnant, 
et tend a devenir un minimum, qui serait une surface spherique, si la 
pression etait nulle; ainsi done il s’etablit un &quilibre entre la force de la 
cohesıon et la pression, et alors la bulle prend une figure moyenne entre 
la sphere et la lentille calculde, et se rapproche successivement de l’une 
ou de l’autre, selon que le rapport de la pression & la cohesion augmente 
ou diminue; c’est pourquoi les bulles capillaires sont toujours spheriques, 
et meme on observe d’assez grandes bulles presque spheriques dans les 
liquides tr&s visqueux, surtout pres de la surface. Une autre cause, qui 
probablement influe aussi sur la figure de la bulle, est que nous avons 
suppose la vitesse initiale nulle, ce qui n’est pas le cas dans la nature, 
ei ce qui ne peut observe. 

Parmi les causes qui produisent ıllusion sur la figure observee, 
ıl faut placer d’abord la difhiculte d’observer, pendant le temps tr&s court 
que la bulle passe dans le plan herizontal ou se trouve l’oeuil de l’obser- 
vateur; 2° que partout aılleurs que dans ce plan la bulle n’est vue qu’en 
perspective; et enfin 3° qu’il n’est gueres possible d’observer une bulle, que 
dans un vase de verre, parconsöquent & une hauteur de liquide A assez 
petite, et outre les causes d’erreur deja cıitees s’ajoutent les illusions 
dues ä la refraction du liquide et ä celles du verre. 

2" Partie. Dans la premiere partie de mon memoire j’aı deter- 
mine la figure que devrait avoir la bulle d’air, dans !’hypothese que la co- 
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hesion des mol&cules fluides n’eut aucune influence; mais, l’experience 
ayant d&montre que la convexite de la bulle &tait dans la nature beau- 
coup plus forte que celle que nous avons trouv& par le calcul, introdui- 
sons la coh&sion dans nos formules, et voyons quelle sera Yinfluence de 
cette nouvelle force sur la forme de la bulle d’aır. 

On doit considerer la cohesion comme une force constante c, qui 
unit entre elles les molecules liquides qui forment l’enveloppe de la bulle 
d’air, et parconsequent laction de cette force est dirigee dans le plan 
tangent ä la surface de la bulle; donc la force c pourra se d@composer 
en deux autres forces dont l’une sera verticale, et l’autre horizontale; or 
sı nous nommons ds la distance de deux elements infiniments voisins, 
de la surface, et dont dx, Oy, ©z sont les projections sur les axes, nous 
aurons: 

> pour la composante verticale de c et 


tr pour la composante horizontale. 


Or, observons que les composantes horizontales de la cohesion pour tous 
les elömens d’un möme cercle, et parconsequent pour toute la surface, se 
font &quilibre entr’elles, et ind&pendamment de la pression,; donc nous 
n’aurons & considerer que l’effet de la seule composante verticale. Mais 


comme il est facile de voir que la composante ce agit de bag en haut, 


tandıs que la pression agit de haut en bas, il s’en suit que la quantite » 
dans l’equation 
1. 
deviendra: 
2. (dx.öyg.d. 2) — 84.2) 
Pour traiter plus facilement l’&quation (1.) observons qu’en divisant par 


(00)? et changeant les signes il vient: 
op. A—p.? A _ ö( 


(da)? 
d’ou ıl suit: 
34 == constante, 
ou bien: 
0.94 


24 == const. 
.:13* 
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En mettant pour 6.4 sa valeur } 
2 0x? 


et en observant qu’on aälafoıs + =, 0, 
ıl vıent: 


gd(h—a) constante. 
En mettant cette valeur dans ei; et reduisant, on obtient: 
3 h—z Oz 


© V (022 +0y2 +02?) 


pour l’Equation differentielle de la surface superieure de la bulle. 
Pour passer de l’&quation de la surface a celle de la generatrice 


plane, ıl faut faire =0,et dy==0 dansTlequation (3.), et l’on trouve 


= h—a 


(n—m2)d: 
4. — m(h—z)t+nV ((hk—z)?— (n® —m?))’ 


faıisant pour abreger et 


Observons qu’en faisant dans cette dquation e=0 (deu m=0), 
on retrouve l’equation 


que nous avons deduit prec&demment, en supposant nulle la coh&sion. 
Observons encore que l’equation (4.) a au denominateur un radi- 

cal affect€e du double signe +; mais il ne faut prendre que le signe supe- 

rieur pour lequel l’equation se rdduit zero, quand on fait z=a, 


Oz 
car alors —=0. Liautre signe appartient une autre branche de la 
courbe, que nous n’avons pas besoin d’examiner. 


Sans integrer l’öquation (4.) il est facile de prouver que la con- 


vexite de la surface augmente par lintroduction de la quantit& c; pour 
cela comparons tird des &quations (4.) et (9.), en supposant A, a, et z 


egaux dans les equations. 
De l’equation (4.) on tire: 


(h—z) (h— x)? 
de T’equation on 


7. + 22 = -ı); 
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or il est facile de voir que Ion a ä la fois: 


donc, il suit que pour Pr valeurs Egales de z, dans deux courbes pour 
lesquelles A et @ sont les rag on a: 


= (6.), >257 (7.); 
ce qui prouve, que dans le cas de la coh&sion, la courbe generatrice de 
la surface superieure de la bulle est plus convexe, que quand on sup- 
pose nulle la cohesion du liquide. 

La cohesion ce etant une force quı modifie Yaction de la pression 
du fluide, nous pouvous la representer par la pression d’une colonne fluide, 
dont nous nommerons 4‘ la hauteur, et alors on aura c=g.d.h‘, va- 
leur qui donne ä l’Equation (4.) la forme suivante plus &lögante: 

— — 2)? — ((h— a)? — 

On voit que cette &quation est homogene, et quwil n’y entre que les quan- 
tites constantes A, A’, a, quı sont lindaires; ıl faut seulement observer, 
que la quantite % se compose de deux parties, Tune que nous nomme- 
rons 7, et quı sera la hauteur du liquide au dessus de la bulle, la se- 
conde 7’, qui sera la hauteur du liquide qui representerait la pression 
atmospherique, car la bulle est aussi soumise & cette pression; donc 
l’quation (8.) deviendra: 
(H+H'’— a)? — 1’? 
ez  —kKH+H— 2) + (H+H'—a)V a)? 

D’ailleurs il faut encore observer que la hauteur du liquide A’ qui 
represente la cohesion, est une quantite fort grande, car on sait que la 
cohesion est dans les corps solides une quantit& infiniment grande par 
rapport a la pesanteur, et dans les liquides, quelque faible qu’elle soit, elle 
sera toujours repr&sentee par une hauteur A’ tres grande. 

Nous ne nous arröterons pas a discuter l’&quation de la generatrice 
de la surface inferieure de la bulle; il nous sufüit de dire quelle ne sera 
pas un cercle, mais que sa convexite sera aussi plus grande que celle 
du cercle trouve& dans la premiere partie de ces recherches, pour la ge- 
neratrice de la surface inferieure. Il est donc demontre analytiquement, 
que leffet de la cohesion des molecules liquides est d’augmenter la con- 


vexite de la bulle d’air. 


102 3. Möobius, barycentrische Lösung der Aufgabe Band 4. S. 391. 


3. 


barycentrische Lösung der Aufgabe des Herrn 
Th. Clausen in des IV. Bandes 4. Hefte. 
Seite 391. u. s. w. 


(Vom Herrn Prof. Möbius zu Leipzig. ) 


Wenn von zwei Dreiecken das eine ın, das andere um einen Kreis 
beschrieben ıst, und das erstere zugleich in das letztere eingeschrie- 
ben sein soll, so sıeht man augenblicklich, dafs man zu den Spitzen 
des erstern die Berührungspuncte des letztern mit dem Kreise zu neh- 
men hat. Eine sehr interessante, von Herrn Clausen a. a. O0. vor- 
gelegte und gelösete Aufgabe entsteht aber, wenn umgekehrt gefordert 
wird, dafs die Spitzen des um den Kreis beschriebenen Dreiecks in 
den (verlängerten) Seiten des in ihn beschriebenen liegen sollen. Im 
Gegenwärtigen will ich diese Aufgabe auf Kegelschnitte überhaupt aus 
dehnen, und zeigen, wie sie mit Hülfe der barycentrischen Rechnung 
sıch lösen läfst. 

Sei ABC (Taf. I. Fig. 5.) ein in, und 4’B‘C’ ein um einen Kegel- 
schnitt beschriebenes Dreieck, und letzteres zugleich in ersteres beschrie- 
ben, so dafs A’ in BC, B’ in CA, C’ in AB liegt. Weil der Kegel- 
schnitt durch 4, B, U gehen soll, so kann man seinen Ausdruck setzen: 

I. fp4+ggB-+Hhrl, wo 1) =0 
die Gleichung ist, welche zwischen den Veränderlichen des Ausdrucks 


bestehen mufs. Und weil der Kegelschnitt die Seiten des Dreiecks 4’B’C' 
berühren soll, so mufs sein Ausdruck auch dıe Form haben: 


die Gleichung zwischen den Veränderlichen des Ausdrucks ist *). 


*) Setzt man nämlich I. und 1), weil es nur auf das gegenseitige Verhältnifs, nicht auf die 


absoluten Werthe von p, 9, r ankommt: 
7 pP 
so reducirt sich I. auf den Ausdruck I, im Baryc. Calc, $. 249. 
Eben so geht IL. in die Form I. $. 258. über, wenn man Yz=rv, Yy=—1 und damit 


setzt, 
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Da ferner 4 in BC u. s. w. liegen soll, so setze man: 
=agB-+uht, 
III. (AB = 
IC’ =cfA+cgB, 
wo 0, b, 2... noch zu bestimmende Coefhicienten sind. Substituirt 
man hieraus die Werthe von 4‘, B’, C’ in II., und setzt der Kürze willen: 


so geht II. über in: IV. EnB+hEC, 

und die hierdurch ausgedrückte Curve mufs mit dem Kegelschnitte 1. 
identisch sein. Für einen gemeinschaftlichen Punct beider auf einerlei 
Fundamentalpuncte bezogenen Curven I. und IV. verhält sich aber: 


p:gsr = E:in:l, also auch folglich 


wegen 1. Wären nun die Curven nicht identisch, so müfsten sich aus 
4. in Verbindung mit ?., nachdem man in 4. für Z, n, & aus 3. ihre 
Werthe, durch x, y, z ausgedrückt, gesetzt hat, die Verhältnifswerthe 
von x, Y, 2 für den oder die gemeinschaftlichen Puncte beider Curven 
finden lassen. Da aber die Curven alle Puncte mit einander gemein ha- 
ben sollen, so mufs die Gleichung #. bestehen, was auch den Veränder- 
lichen x, y, z für Werthe beigelegt werden, wenn nur damit immer 
auch die Gleichung 2. erfüllt wird. 
Nun giebt die Entwickelung von 4.: 
o=aud®+beyz abzy 
+b'ceyz-+ cazx -al'xy, 
und wenn man die Bedingungsgleichung 2. rational darstellt: 
+27 —2y2 — 222 — 
Nach der bekannten Methode der Multiplicatoren addıre man jetzt 
diese zwei Gleichungen, nachdem man vorher die letztere mit einem 
unbestimmten Coefhicienten >» multiplicirt hat, und setze hierauf die Coef- 
ficienten von x, y?, 2°, yz, 2x, xy, jeden für sich, =0. Hiermit er- 


hält man: aatm=0, be+be+be = am, 
bb’ -m=0, catca' = 2m, 
= 2m, 
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und wenn man die aus den drei erstern Gleichungen fliefsenden Werthe 
von a’, b’, c' in den drei letztern substituirt: 

also, wenn man m ==n?® seizt: 

"—be=+tnd, n—ce=tnc, 
wo entweder zugleich die drei obern oder zugleich die drei untern Zei- 
chen genommen werden müssen. Beides ist wegen der bleibenden Unbe- 
stimmtheit von z gleichgültig. Wollte man aber z. B. in der ersten 
Gleichung das untere, und in den beiden andern die obern Zeichen neh- 
men, so würde man e =», b=—n, c=0, folglich =0, b’ =n, 
e = & erhalten, und dadurch nach IIL. zu dem unstatthaften Resultate 
gelangen, dafs A’ und C’ mit B zusammenfallen. Mit Annahme der 
obern Zeichen findet sich nun leicht: 

und damit 


n? — 


a a 
@ _A1FV5 


wenn man d. i. setzt. 


Drückt man somit 2, c, a‘, b’, ce’ ın III. insgesammt durch o aus, 


kommt: id' = agB—vehtl, 
V. = —vaff, 
IC’ = af4—vagB, 


und hieraus weiter: kB’+v/C’=chC—v’agB. Bezeichnet man da- 
her die Durchschnitte von B’C’ mit BC, von C’A‘ mit CA, von A’B’ 
mit ZB resp. durch Z, X, Z, so ist: 
Nach diesen Vorbereitungen sei zuerst der Kegelschnitt und das 
um ihn beschriebene Dreieck 4’B’C’ gegeben, und werde das einzuschrei- 
bende ZBC gesucht. Die damit zugleich gegebenen Berührungspuncte 
des Kegelschnitts B’C’, CA’, heifsen X‘, L‘, so hat man zu- 
folge des Ausdrucks II. (Bar. Calc. $. 260.): 
vi 
Hiernach verhält sich 27’: ’C’=1:k, und auf gleiche Art, wegen VI.: 
BI: 


EI: IC = v.BI: IC = 


folglıch 
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und eben so 
CK: KA, AL:LB— 

Hiermit kann man die Punete /, X, L finden, welche mit den 
gegenüberliegenden Spitzen A’, B’, C’ verbunden, die Seiten des in den 
Kegelschnitt einzuschreibenden Dreiecks 4BC bestimmen. 

Wenn zweitens aus dem eingeschriebenen Dreieck ZBC das um- 
schriebene 4‘b’C’ gefunden werden soll, so lege man an den Kegel. 
schnitt in 4, B, C die Berührenden GH, HF, FG, so dafs FGH ein 
umschriebenes Dreieck ist; und ziehe die Geraden 4F, BG, CH, welche 
BC, CA, AB resp. in F’, G‘, H’ schneiden. Vermöge des Ausdruckes I. 


ıst alsdann: 
F gB+HhC—fA, 
vm {G hCc+f4—gB, 
H=fA+gB—hC 
(Bar. Calc. 5.268.), und daher g$B-+-AC== dem Durchschnitte von BC 
mit AF=F', und eben so AC+-f4A=G‘ f14+gB=NH' Es verhält 
sich daher: 


BF:FC=h:g, 
und wegen V.: 
B4:4C= —vh:g, oder BA’':CA'—= yh:g, 
folglich 
= v.BF:FC = 


und eben so: 
CB’: AB' =v.0G':G'A, AC:BC’=v.4H':H'B. 
Mittelst dieser Proportionen können also die in BC, CA, AB resp. 
liegenden Spitzen 4’, D’, C’ des umschriebenen Dreiecks gefunden werden. 
Übrigens hat jede dieser beiden Aufgaben zwei Auflösungen, we- 
gen des zweideutigen Werthes von v, der durch die quadratische Glei- 
chung: gegeben ist. 
Zusätze. 1) Drückt man 7‘, X‘, L‘ in VII. mit Hülfe der Glei- 
chungen V. durch 4, B, C aus, so kommt: 
L= i4' 
Man multiplicire den Ausdruck für X‘ mit v, und ziehe ilın von 
dem Ausdrucke für L’ ab. Dies giebt: 
Crelle's Jonrnal. d. M. V.Bd. 1.Hfl is 
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welches daher der Ausdruck eines Punctes in der Linie X’Z’ sein muls, 
und welcher sich, wegen "= 3v—1, auf 

— 
(vergl. VIII.) reducirt. Es liegen daher X‘, L’ mit F, und eben so ZL‘, 
I mit G; 7', X‘ mit H in gerader Linie, wodurch folgender merk- 
würdige Satz entsteht: 

Wenn von zwei Dreiecken ABC und 4/B’C’ das erste in, 
das zweite um einen Kegelschnitt beschrieben ist, und zu- 
gleich die Spitzen des zweiten in den Seiten des ersten lie- 
gen, so stehen in derselben Beziehung zu einander das ein- 
geschriebene Dreieck /’Ä'L‘, dessen Spitzen die Berührungs- 
puncte des umschriebenen Dreiecks 4B’C’ sind, und das 
umschriebene Dreieck FGH, dessen Seiten die an den Ke- 
gelschnitt ın den Spitzen des eingeschriebenen Dreiecks 
ABC gezogenen Berührenden sind, indem auch hier die 
Spitzen von FGH ın den Seiten von Z’Ä’L‘ liegen. 

2) Die drei Geraden, welche die Spitzen eines um einen Kegel- 
schnitt beschriebenen Dreiecks mit den gegenüberliegenden Berührungs- 
puncten verbinden, schneiden sich bekanntlich in einem Puncte. Heifse P 
dieser Punct für das umschriebene Dreieck 4’B’C', so ıst P=14’+kB’+1C' 
(Bar. Calc. 5. 260.). Setzt man ferner Q=f4-+gB+h(l, so kommt, wenn 
davon die Ausdrücke für F,G, A ın VII. subtrahirt werden: 2f4, 2gB, 
2hC; d.h. bei dem umschriebenen und den Kegelschnitt in 4, B, € berüh- 
renden Dreiecke #GH schneiden sich FA, GB, HC gemeinschaftlich in Q. 

Nun folgt durch Addition der Gleichungen V.: 

di. P=0; also: 

Die sechs Linien B’K', FA, GB, HC schneiden 


sıch ın einem Puncte. 
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6. 
Beweis der Lehrsätze Band 2. Heft 3. Nr. 54. S. 287. 


(Von Herrn Felix Eberty zu Berlin. ) 


„E Fäiet man aus einem willkürlichen Puncte D (Taf. I. Fig. 7.) in 
der Ebene eines Dreiecks 4BC, auf die Seiten des letzteren Jiothe, Da, 
Db und Dec, nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncte «, b, c als 
Ecken eines andern Dreiecks abe an, und fället auf dessen Seiten aus 
den Ecken des gegebenen Dreiecks, in gehöriger Ordnung genommen, 
Loothe, Ad, Bd, Cd, so treflen diese einander allemal in irgend einem 
Puncte d,” und ferner: 

„IL Nimmt man ähnlicher Weise ein drittes Dreieck an, @,5,c,, 
dessen Ecken in den nemlichen drei ersten Lothen liegen, so wird dem- 
selben auf gleiche Weise ein Punct d, entsprechen (].), und alsdann lie- 
gen die drei Durchschnittspuncte der drei Paar entsprechenden Seiten 
des zweiten Dreiecks mit denen des dritten, das heifst die Durchschnitts- 
puncte &, ß und y der Seitenpaare bc und d,c,, ce und c,a,, ab, und 
a,b, allemal in Einer Geraden, «ßYy,” und 

„IN. Diese Gerade ıst allemal zu derjenigen Geraden dd,, welche 
durch die beiden genannten Puncte d und d, geht, senkrecht.” 

An diese Lehrsätze schliefst sich noch folgender an: 

IV. Nimmt man in jeder von dreien sich in Einem Piuncte 
schneidenden Geraden (Fig. 8.) zwei beliebige Puncte an, und bezeichnet 
die ın jeder derselben dem Durchschnittspuncte zunächst liegenden mit 
a, b und ce, die andern drei mit @,, d, und c,, so liegen die Durch- 
schnittspuncte der Verbindungslinien @b, be und ec, mit den Verbin- 
dungslinien @,d,, d,c, und a,c,, d. h. die Puncte und allemal in 
einer Geraden. 

Beweis von I. Man beschreibe aus den Puncten -/, B und € 
(Fig. 7.) drei Kreise, deren zwei immer die auf ihrer Axe senkrecht ste- 
henden Geraden Da, D5 und De zu Linien der gleichen Potenzen ha- 
ben, welches auf folgende Art möglich ıst. Man beschreibe um e mit 
einem beliebigen Radius cx einen Kreis, lege sodann von 4 aus an den- 
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selben eine Tangente Az, und beschreibe mit #x um A einen Kreis, 
desgleichen mit By (einer von B aus an den Kreis um c gezogenen 
Tangente) um D, sodann mit az (einer Tangente an den Kreis um B) 
einen Kreis um a, und zuletzt mit C’i (einer Tangente an den Kreis um «) 
einen Kreis um C, so sind die drei nun um 4, B und C beschriebenen 
Kreise von der verlangten Art. Zu denen um A und B nämlich ist De, 
zu denen um B und C, Da, und also zu denen um 4 und C, Db die 
Linie der gleichen Potenzen. (S$. die Abhandlungen des Herrn 
Steiner in diesem Journal, Band 2.} Also kann man auch aus 5 mit 
bm einen Kreis beschreiben, welcher die um 4 und C rechtwinklig 
schneidet (wie es schon vorher bei den Kreisen um ce und a, in Bezug 
auf die um BD und 4, und die um € und B der Fall war). Der Kreis 
um € also wird, wie man sahe, von dem um a sowohl, als von dem um 
b rechtwinklig geschnitten, folglich liegt C ın der Linie der gleichen 
Potenzen der Kreise um @ und b, und zwar stellt demnach das von c 
auf ab gefällte Perpendikel (s. jene Abhandlungen) diese Linie der glei- 
chen Potenzen dar. Auf dieselbe Weise folgt, dafs auch das von A auf 
cb gefällte Perpendikel zu den Kreisen um c und b, und das von D aus 
auf @c gefällte, für die Kreise um @ und 2, Linien der gleichen Poten- 
zen sind. Es sind also die drei Lothe 4d, Bd und Cd Linien der glei- 
chen Potenzen zu je zweien von den drei Kreisen @, 5 und c; sie schei- 
den sich demnach (s. jene Abhandlungen) alle drei in Einem Puncte; 
was zu beweisen war. 

Beweis von Il. und Ill. d, also ist der Punct, welcher ım 
Dreieck a,Ö,c, dem Puncte d im Dreieck abc entspricht. Die Seiten @5 und 
a,b, schneiden sich m @, be und inyund acund a,c,inß. Es ist zu be- 
weisen, da[s die Puncte &, ß und y in einer geraden Linie liegen, welche 
mit der durch d und d, gezogenen einen rechten Winkel bildet. Man lege 
um d einen Kreis, welcher die um a, 5 und c rechtwinklig durchschnei- 
det (welches angeht, weil in d die Linien der gleichen Potenzen für jene 
Kreise (um «@, b und c) sich treffen), eben so aus d, einen Kreis, welcher 
die um @,, Ö, und c, rechtwinklig durchschneidet (welches aus ganz ähn- 
lichem Grunde möglich ist). «ad ist die Linie der gleichen Potenzen 
für die Kreise um C und d (denn beide werden von denen um e und 5 
rechtwinklig geschnitten); aus demselben Grunde ist auch a,5, die Linie 
der gleichen Potenzen für die Kreise um C und um d,. Jeder Punct in 
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der Linie @b hat also für die Kreise um C und d, jeder Punct in 
der Linie a,d, für die Kreise um C und d, gleiche Potenzen; folglich 
hat ihr Durchschnittspunct (&) auch für die Kreise um d und um d, 
gleiche Potenzen; es liegt also & in der Linie der gleichen Potenzen für 
die Kreise um d und um d,. Dasselbe ist auf dieselbe Weise von y 
und ß zu beweisen. Es liegt also z sowohl als ß und yY in der Linie 
der gleichen Potenzen für die Kreise um d und um d,, alle drei also 
liegen in einer einzigen geraden Linie, und zwar (s. jene Abhandlungen) 
in einer geraden Linie, welche auf der durch d und d, gezogenen senk- 
recht steht; denn dd, ist die Axe der beiden um diese Puncte beschrie- 
benen Kreise, 

Beweis von IV. Mit wechselnder Gröfse der Kreise um 4, RB 
und C, welche ursprünglich ganz beliebig angenommen sind, wechseh 
auch die Gröfsen der Winkel, unter welchen die drei Geraden eD, 5D 
c2D einander schneiden, und zwar bei allmäligem Wachsen oder Abneh- 
men jener Kreise, allmälig wachsend oder abnehmend. Da demnach 
diese Winkel jede mögliche Gröfse haben können, so folgt unmittelbar, 
dafs die in den drei geraden Linien Da, Db und De beliebig angenom- 
menen 6 Puncte, a, d,c und 2,, ,, e,, auch in jeden andern drei sich in 
einem Puncte unter beliebigen Winkeln schneidenden Linien angenom- 
men werden können, so dafs die drei Puncte «, ß und y immer in Einer 
Geraden liegen; was zu beweisen war. 

Auch die Umkehrung aller dieser Sätze läfst sich darthun. 
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Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen; 
nebst anderen einzelnen Bemerkungen, 


1. Bemerkungen über die Definitionen der Ebene, in Be- 
ziehung auf die Äufserung über diesen Gegenstand im 
4ten Bande dieses Journals 9.396. Nr. 2. 


Wenn man die Ebene wie folgt definirt: 

„Sie ist diejenige Fläche, ın welcher alle geraden Linien liegen, die 

mit einer, und derselben geraden Linie, in einem und demselben 

Puncte, zu beiden Seiten gleiche Winkel machen.” 
so läfst sich, wie es scheint, allerdings beweisen, dafs auch jede andere 
gerade Linie durch zweı Puncte in der Ebene, die nicht durch die feste 
Gerade geht, ganz in der Ebene liegt, ohne vorher, wie am angeführten 
Orte angenommen wird, den Beweis des Satzes, dafs Dreiecke mit den 
nemlichen Seiten congruent sınd, unabhängig von der Definition der Ebene, 
nöthig zu haben, und zwar wie folgt. 

Wenn die in der Fläche des Papiers liegenden geraden Linien 

GC, KC, DC, FC u. s. w. (Taf. I, Fıg. 9.) sämmtlich mit einer und 
derselben durch € gehenden geraden Linie C,CC, (C, stelle man sich 
über, und (©, unter der Fläche des Papiers vor) zu beiden Seiten gleiche, 
also rechte Winkel machen, so ist die Fläche ın welcher alle jene ge- ‘ 
raden Linien liegen, der Definition zufolge, eine Ebene. Wenn nun 4 und 
B zwei beliebige Puncte in dieser Ebene sind, so kommt es darauf an, 
zu beweisen, dafs eine gerade Linie durch 4 und B ganz in der Ebene 
liegt. Man nehme DC ın der Geraden #C, gleich der längeren von 
den beiden Linien U und BC, also gleich PC, so wird zuerst bewiesen 
werden, dafs eine gerade Linie durch D und B ganz in der Ebene liegt. 
Man mache in den Geraden ZCB und DCF, EE=FC=DC= BC. Man 
nrache ferner den Winkel GCD gleich dem Winkel GCE, so wırd auch, 
wenn GCH gerade ist, BOCH—=FCH sein; denn die drei Winkel GCD, DCB 
und BCH sind zusammen zwei Rechte, und die drei Winkel EC&, FCE und 
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HOF ebenfalls, also ist GCD+DCB+BCH =ECG + FCE+ HEF. Aber 
die Winkel GCD und GCE sind gleich, nach der Voraussetzung, und 
die Winkel ECF und DCB sind gleich, als Scheitelwinkel: also ist auch 
BCH = FCH. Nun drehe man die Ebene um die Gerade GH, bis CC, 
in CC, fällt, so wird nothwendig DC ın EC, BC in FC, D in E und B 
in F fallen; denn die Winkel, welche DC und BC mit CC, machen, 
sind denen gleich, welche EC und FC mit CC, machen, und die Winkel 
DCG und BCH sind den Winkeln ECG und FCH gleich. Gesetzt nun, 
die gerade Linie durch D und 3 läge nicht ganz in der Ebene, sondern 
z. B. über ihr, so wird sie, nach EX gelangt, unter die Ebene fallen. 
Jetzt drehe man auch die Ebene, aus ihrer ursprünglichen Lage, um 
CCC,, bis DC in FC fällt. Alsdann wird nothwendig BC in Yallen, 
weil die Winkel FCE und DCB gleich sind. Die gerade Linie durch 
DB, nach FE gelangt, wird aber nun über der Ebene liegen. Einmal 
also würde eine gerade Linie durch Z und # unter und das anderemal 
über der Ebene liegen können, das heifst, es würden zwei verschiedene 
gerade Linien durch E und £’ Statt finden. Da dieses nicht möglich, 
vielmehr der Deiinition der geraden Linie entgegen ist, so kann eine 
gerade Linie durch D und B nicht über, und eben so auch nicht un- 
ter der Ebene, überhaupt also nicht aulser der Ebene liegen, sondern 
mufs ganz in die Ebene fallen. 

Nachdem dieses gezeist worden, nehme man auf mehreren gera- 
den Linien durch €, auf der PB entgegengesetzten Seite von DC, z. B. 
KC=MU=LC etc =BC, so läfst sich von allen den geraden Linien 
BK, BM, BL etc., eben wie von BD, beweisen, dafs sie ganz in der 
Ebene liegen, das heilst, dafs sie alle die gerade Linie DE schneiden. 
Es folgt also, dafs alle gerade Linien durch B, die die Grade DE zwi- 
schen D und € schneiden, ganz in der Ebene liegen. Unter diesen Lii- 
nien ist auch nothwendig die Grade durch 4 und 3, folglich liegt anch 
diese ganz in der Ebene; was zu hbaweisen war, 

Es folgt hier zugleich, dafs alle durch einen beliebigen Punct #5 
einer durch C,CC, bestimmten Ebene und durch beliebige Puncte der 
Ebene gehende gerade Linien ganz in der Ebene liegen, und es ist nun 
ferner zu zeigen, dafs eine gerade Linie durch B, die auf zwei beliebi- 
gen ebenfalls durch B gehenden geraden Linien in der Ebene, z.B. auf 
DBundCB, senkrecht steht, auch mit allen anderen ın der Ebene durch 
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B gehenden geraden Linien rechte Winkel macht, und dann, dafs jene 
Linie 3,DB, (B, liegt über, 7, unter der Ebene) mit C,CC, parallel ist, 
welches auf die gewöhnliche Weise geschehen kann, da man jetzt, nach- 
dem die Eigenschaft der Ebene, dafs alle durch zwei ihrer Puncte ge 
hende gerade Linien ganz in ıhr liegen, bewiesen worden, die nöthigen 
Sätze von den Dreiecken zu Hülfe nehmen kann. 

Unter solchen Umständen scheint die obige Definition der Ebene 
allen Erfordernissen zu genügen. Sie mülste nothwendig der Planimetrie 
vorhergehen; denn man kann nicht mit Grund eher Figuren in der Ebene 
abhandeln, ehe man nicht den Begriff der Ebene festgestellt und diejeni- 
sen ihrer Eigenschaften, die bei ebenen Figuren vorausgesetzt werden, er- 
kannt und nachgewiesen hat, wie z.B. aus der der Äufserung am an- 
geführten Orte vorhergehenden Bemerkung No. 1. zu sehen. 

2. Liehrsatz, zu beweisen. 
(Vom Herrn Professor Unger zu Erfurt.) 

Wenn v und z ganze Zahlen bezeichnen, so geben die Ausdrücke 
und 
ganze rationale Zahlen für die drei Seiten eines nur in besonderen Fäl- 
len rechtwinkligen Dreiecks, von welchen die Fläche F und die Radien 
R und r der um- und eingeschriebenen Kreise ebenfalls ganze rationale 

Zahlen sind. Es ist nemlich 
R=(W"+1)(2 +1) und 
2). 

3. Aufgabe. Wenn sich eine Ebene um eine gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt eine andere gerade Linie in der bewegten Ebene, 
wenn sıe mit der festen Axe einen unveränderlichen Winkel macht, eine 
Kegelfläche, und ein fester Punct in der bewegten Linie-eine Kreislinie. 
Ist der unveränderliche Winkel ein rechter, so geht die Kegelfläche in 
einen ebenen Kreis über. 

Nun nehme man an, der Winkel, welchen die Linie ın der be- 
wegten Ebene mit der Axe macht, sei nicht unveränderlich, sondern z.B. 
immer dem Winkel, durch welchen sich die Ebene gedreht hat oder einem 
constanten Theile desselben gleich. Es fragt sich, welche Fläche alsdann 
die Linie in der bewegten Ebene, und welche Curve ein fester Punct 
der Linie beschreiben werde, 

4. Aufgabe. Zwei gegebene Flächen schneiden einander. Man 
soll die Flächen finden, in welchen alle Normalen auf die eine und die andere 
gegebene Fläche, die durch ihren Durchschnitt gehen, liegen; desgleichen 
die Bedingungen, unter welchen die geometrischen Orte der Normalen, wenn 
sie sich auf die Durchschnitte zweier parallelen gegebenen Flächen mit 
einer dritten gegebenen Fläche beziehen, parallele Flächen sind. 

9. Aufgabe. Welche Form mufs ein schwerer Körper von gege- 
bener Oberfläche und gegebenem Inhalt und mit ebener, kreisformiger 
Grundfläche haben, wenn, seine Grundfläche auf eine wagerechte Ebene 
gestellt, das Moment seiner Stabilität ein Maximum sein soll? 


| 
| | 
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Kurze Darstellung der Haupt-Eigenschaften eines 
Systems von Linsengläsern., 
(Vom Herrn Prof. 4. F. Möbius zu Leipzig. ) 


Unter den Haupt-Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern wer- 
den hier diejenigen verstanden, welche einem solchen Systeme, abgese- 
hen von den Abweichungen wegen der Kugelgestalt und der Farbenzer- 
streuung, zukommen. Schon früher hatte ich mit diesem interessanten 
Gegenstande mich zu beschäftigen angefangen, als ich eine Abhandlung 
darüber von Gabrio Piola in den „Mailänder Ephemeriden für 1822: 
Sulla Teorica dei Cannocchiali,” kennen lernte, wozu der Verfasser, wie 
er im Eingange bemerkt, durch das Siudium zweier Abhandlungen ähn- 
lichen Inhalts von Lagrange in den „Berliner Memoiren für 1778 und 
1503” veranlafst worden war, und wovon sich sein Aufsatz hauptsäch- 
lich dadurch unterscheidet, dafs er die durch Lagrange’s Calcul er- 


. haltenen Gleichungen als lineare Gleichungen mit endlichen Differenzen 


behandelt und dadurch zu einer nicht geringen Anzahl neuer Relationen 
geführt wird. Durch Lesung dieser Abhandlung von Piola, mit den 
von Lagrange angewendeten Methoden und mit den von Piola fortge- 
setzten Untersuchungen bekannt gemacht, gelang es mir nun leicht, den 
von mir früher gefundenen Resultaten eine allgemeinere und einfachere 
Form zu geben, unter der ich sie ım vorliegenden Aufsatze mitzuthei- 
len mir erlaube. Es werden darın zuerst aus der bekannten Formel für 
eine einfache Linse die allgemeinen, für ein beliebiges System von Glä- 
sern geltenden Gleichungen durch Bildung eines Kettenbruchs und durch 
Benutzung der bekannten, den Kettenbrüchen zukommenden Eigenschaf- 
ten nergeleitet; eine Herleitung, welche neu sein und durch ihre Ein- 
fachheit sich vielleicht empfehlen dürfte. Mit Hülfe der erhaltenen Re- 
lationen werden sodann mehrere, mir neu scheinende Vergleichungen 
zwischen einfachen Linsen und daraus zusammengesetzten Systemen an- 
gestellt, wonach die Erscheinungen bei letztern sich ganz nach den bei 
erstern Statt findenden Gesetzen richten. Den Fernröhren, als einer 
Crelle’s Journal. d. M. V. Bd. 2, Hft. 15 
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merkwürdigen, speciellen Art von Linsensystemen, ist zum Schlusse ein 
besonderer Abschnitt gewidmet. 

Figuren beizufügen, habe ich nicht für nöthig erachtet, obgleich 
sehr oft Buchstaben zur Bezeichnung einzelner Puncte angewendet wor- 
den sind. In dieser Hinsicht erinnere ich nur noch, dafs durchgehends 
heim Ausdruck einer Linie, durch die zwei an ihre Endpuncte gesetzte 
Buchstaben, die Aufeinanderfolge dieser Buchstaben mit berücksichtigt 
werden muls, so dafs, wenn 4, B, C,.... beliebig in einer Geraden 
selegene Puncte sind, man stets AB+-BC = AB— CB 
—= u. 5. w. hat. 


j. 4. Man denke sich ein System von z Linsengläsern, deren 
Axen in eine und dieselbe Gerade fallen. Das Glas, auf welches das 
Jicht zuerst trifft, heifse das erste; das unmittelbar folgende, das 'zweite; 
u.5. w., und nach dieser Ordnung seien P,, P, P;, » P, die in der 
scmeinschaftlichen Axe liegenden Mittelpuncte der Gläser. 
Sei ferner .{ der Vereinigungspunct der auf das erste Glas fallen- 
den Strahlen, die, nachdem £ vor oder hinter dem Glase liegt, von A 
wirklich ausgehen, oder so das Glas treffen, dafs sie ohne den Dazwi- 
schentritt desselben sich in 4 vereinigen würden. Nach ihrer Brechung 
durch das erste Glas sei #, ıhr Vereinigungspunct, so dals sie entwe- 
der nach 4, zu wirklich convergiren, oder so divergiren, als ob sie 
von einem vor dem Glase gelegenen Puncte 4, herkämen. Auf gleiche 
Art seien A,, #4,» .. 4, die Vereinigungspuncte der Strahlen nach 
ihrer Brechung durch das zweite, dritte, .... te Glas. Übrigens 
wollen wir für den Anfang den Punct 4 und damit auch alle übrigen 
A, 7, in der Axe selbst liegend annehmen. 
Die hierbei zu lösende Aufgabe ist nun folgende: 
Das System der Gläser, d. h. ihre gegenseitigen Abstände und ıhre 
Brennweiten sind gegeben. Es soll für einen beliebig in der Axe 
angenommenen Ort des Vereinigungspunctes Ä der auf-das erste 
Glas fallenden Strahlen, der Ort der Vereinigung 4, nach ihrer 
Brechung durch das letzte Glas gefunden werden. 
$. 2. Man setze die Abstände der Gläser von einander: 
die reciproken Werthe ihrer Brennweiten, positiv bei erhabenen Gläsern, 


- 
> 
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negativ bei hohlen: 


Endlich sei: 


P, A, BA eb, 

welche Linien positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem in ihren 
Ausdrücken die Aufeinanderfolge der zwei ihre Endpuncte bezeichnenden 
Buchstaben (wie P, auf 4, folgend, in dem Ausdrucke 4, P,= a,), mit 
der Richtung des Lichts übereinstimmt, oder ihr entgegengesetzt ist. 
Hiernach sind A, . An, Insgesammt positiv. 

Um nun, wie es die Aufgabe fordert, aus den gegebenen A,, /n,... 
und 9,5 835 + » » » für ein beliebiges @, das zugehörige 5, zu finden, hat 
man die Gleichungen aufzulösen: 


1 1 
= 


1 b, = h, 

= h, 

= ı 

1 


von denen die Gleichungen zur rechten von selbst einleuchten, die lin- 
ker Hand stehenden aber aus den Elementen der Dioptrik bekannt sind. 
Mittelst eines beliebig gegebenen a, kann man daraus nach und nach 
Dis bay Day und damit endlich 5, selbst berechnen. 
Da aber diese ziemlich weitläufige Rechnung für jeden anders gewähl- 
ten Werth von a, wiederholt werden müfste, und gleichwohl, im Allge- 
meinen wenigstens, die Werthe von d,, »... @, nicht weiter zu 
wissen verlangt werden, so wollen wir durch Elimination dieser Grölsen 
eine Gleichung zwischen «, und 5, unmittelbar abzuleiten suchen. 
$. 3. Aus den obigen Gleichungen folgt: 


1 
b, = 
1 1 
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Eı a, 


u. 8. w. Aus der Natur der Keitenbrüche erhellet aber leicht, dafs, wenn 
man aus den Elementen a, b, c, d, .... die Zusammensetzungen bildet: 


[a,d] = ad —ı, 
= 
[e,d,c,d] = [e,d,c]d — [e, 


6, c,d,e] = [a,b,e,dle— [a,b,c], u. s., w. 
und eben so [d,e|=bce—1, [b,c,d| = |b,c]d—b, u. s. w. setzt, der Ket- 


_ . 
tenbruch 1 1st. 
1 
c— etc, 


Auch besitzen diese Ausdrücke die nicht schwer zu erweisenden 
Eigenschaften, dafs 


fa, 1, 


und dafs 
so dafs die Elemente, ohne den Werth des Ausdruckes zu verändern, 
auch in umgekehrter Folge genommen werden können *). 
Hiernach ıst nun: 
ls: ; a,]’ Ar 8x» 
[h2,82>»Rıs 


und überhaupt: 


*) Vergl. Euler Specimen algorichmi singularis in Nov. Comment. Petrop. Tom. IX. 
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Setzt man daher, um die Lagrangesche Bezeichnungs-Art bei- 


zubehalten: 
+++ == — = L;, 


+++: Si] M, — = N;, 

so wird: 
wonach man, wenn einmal die vier, blofs von der Structur des Linsen- 
systems abhängigen Gröfsen H,,.... V,;, berechnet sind, für jedes 
gegebene a, das zugehörige 6, leicht finden kann. 
$. 4. Die Berechnung der vier Gröfsen H,, ... . N,;, läfst sich 

auf verschiedene Arten anstellen, von denen folgende zwei die vorzüg- 
lichsten sein möchten. Man hat: 

d.. 
und eben so ergiebt sich: 


= 
M;;. = gH,;, —N,, 
= 8i L; —N.. 


Hiernach ıst bei einem System von 2 Gläsern: 
H, = sh—ı, = — [A] = 
M,= gG:H,—M,, w M= = 9 
82] 1— hg; 
bei einem System von 3 Gläsern: 
H, =h,M,—H, L=14N,—L,, 
M, = = 

u. 5. w. Noch bemerke man, dafs nach diesen Formeln rückwärts: 
H=hAM—HA=ı, 
L=h4N,—L=® 

M=gL—N,= sich findet. 
$. 9. Eine andere Methode, die Werthe von H,.... zu be- 
rechnen, und welche Piola in der Eingangs erwähnten Abhandlung, 
wıiewohl auf andere Weise, als es jetzt geschehen soll, entwickelt, be- 
steht in Folgendem. Es ist: 

(h;, 81) hin un (gr hi; 81) 


| 


118 8. .Höbius, Haupt- Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern. 


ıst aber dıeser Bruch dem Kettenbruche a——, 


weun man den Bruc = (a,b,c,....k) setzt. Nach $. 3, 


gleich; folglich: 


c— elc. 


i 
; und hiernach lassen sich die Factoren, 


aus welchen wir 77, zusammengesetzt dargestellt haben, ein jeder aus 
dem nächstvorhergehenden sehr leicht berechnen, nämlich: 


1 1 
( I» 8:) 
Setzt man daher: 
2 1 1 1 


so wird =ag,, H, u. Ss w. 
Mit Weglassung des ersten Factors von Z;,, erhält man 
und daher ist ,=g,, M,=ßag,, M,=Öyßag,, u. w. 
Auf ähnliche Art ergiebt sich = uh,, — N, u 5. 
—L=h, —L,=vuh, —L,=erveah, u w. 
wenn =y, = 7, u.5. w. gesetzt wird. 
v 


I 


‘. 6. Statt, wie bisher, den Vereinigungspunct der Strahlen vor 
der Brechung durch das erste Glas, in die Axe selbst fallen zu hassen, 
wollen wir ıhn jetzt aufserhalb der Axe annehmen und ihn mit C be- 
zeichnen. Mit ihm werden auch alle übrigen Vereinigungspuncte, welche 
der Reihe nach C,, C,, .... C, heifsen, aufserhalb der Axe sein, und 
zwar so, dafs Cund ©, mit P,; C, und C, mit P,, us. w. in einer Ge- 
raden liegen (nach dem aus der Dioptrik bekannten Satze, dafs Oh- 
jeci, Bild und Mittelpunct der Linse immer ın einer Geraden enthalten 
sind‘. Nehmen wir ferner an, dals € mit £ gleich weit von der ersten 
Linse entfernt ist, dafs also 4C auf der Axe perpendicular steht, so wer- 
den auch 4,0, 4,0, u. s. w. perpendicular auf der Axe sein. Heifsen 
diese Perpendikel AC, 4,C,,.... resp. 6, Sie 
sind insgesammt ın einer durch die Axe gehenden Ebene enthalten, und 
positiv oder negatıv zu nehmen, je nachdem sie in’ dieser Ebene auf der 
einen oder andern Seite der Axe liegen. 

Zur vollständigen Lösung der Aufgabe, wie aus dem durch «, und 

bestimmten Orte von C der durch 5, und c, bestimmte Ort von C,, 
‘oder, was dasselbe ist, aus dem Ort und der Gröfse des Objects ZU der 


2 
| 
N 
= 
f 
| 
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Ort und die Gröfse des durch alle Gläser gemachten Bildes 4,0,) ze- 
funden werden kann, hierzu ist nur noch übrig, die Abhängigkeit des 
€, von a, und c zu zeigen, indem wir die Relation zwischen «a, und Ö, 
schon kennen gelernt haben. 

%. 7. Weil #C, 4,€, mit einander parallel sind, und 44, CC, 
sich in P, schneiden, so verhält sich 40:4,0, = 4P.:A, P =4AP,:—P,4,, 
d.ı. c:c,=a,:—b,, und eben so u.$5. w., und man be- 
kommt durch Zusammensetzung aller dieser z Verhälinisse: 


1) 
Es ıst aber allgemein 


 Hia-+Li 
und eben so | H;a,+L;. 
folglich 


Ma, + Ni’ 


und eben so 


u. 5. w., folglich 


di ar  Mhar+Nih __ mM 
weil M,=0ound =1ı ($.4). Hiernach wird: 


wodurch man, wenn schon wegen Ö, der Nenner dieses Ausdruckes be- 
rechnet worden, den Werth von c, sogleich erhält, und welcher, je nach- 
dem er positiv. oder negativ ist, ein aufrechtes oder verkehrtes Bild zu 
erkennen giebt. 

$. &  Wiıewohl die Bestimmung des Ortes und der Gröfse des 
Bildes aus dem Orte und der Gröfse des Objects bei einem aus mehreren 
Gläsern bestehenden Systeme ungleich zusammengesetzter als bei einem 
einfachen Glase ıst, so lassen sich doch zwischen den Erscheinungen bei 
Einem Glase und denen bei der Verbindung mehrerer, einige sehr merk- 
würdige Analogieen aufstellen, wodurch man die bei einem solchen Sy- 
steme statt habenden Gesetze sehr leicht übersehen kann. 


4  Ma+N; 
| 
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Sei J’ der Mittelpunct eines Linsenglases, und in der Axe dessel- 
ben 4 der Ort des Objects, B der Ort des Bildes; sei ferner AP=a, 
PB= b, die Brennweite des Glases =f, so ist 


242 = oder («+b)f = ab, oder «—f)b—f) = 
und a:5 = dem Verhältnifs zwischen den Durchmessern von Object und 
Bild. — Man setze nun 

= 
so kommt nach Elimination von @ und b: 

Man bestimme demnach ın der Axe zwei Puncte f und G so, 
das FP=PG= f, dafs also / und G die beiden Brennpuncte sind, und 
zwar f auf der das Licht empfangenden oder vordern Seite der Linse, 
und G auf der hıntern Seite liegt, oder umgekehrt, je nachdem f positiv 
oder negativ, d. ı. die Linse erhaben oder hohl ist. Alsdann ist 

AF=AP—FP=a—f=a und GB=PB—- =ı—f=ß, 
mithin AF.Gb=f* und (GB). 
Nennt man daher (weil für AF=0, GB=x und für GB=0, 
ZF =» wird), den Ort #, wo das Object sich befinden mußs, wenn 
das Bild unendlich entfernt seyn soll, den ersten Brennpunct, und 
den Ort G des Bildes, wenn das Object unendlich entfernt ist, den zwei- 
ten Brennpunct, so kann man die gefundenen Formeln in folgendem 
Satze aussprechen. 

Die mittlere Proportionallinie zwischen dem Abstande 
des Objects vom ersten und dem Abstande des Bildes vom 
zweiten Brennpuncte ist derBrennweite gleich. Dabei liegt, 
weil AF und GP zugleich positiv oder zugleich negativ sein müssen, 
das Bild rechts vom zweiten Brennpuncte, wenn das Object 


links vom ersten absteht, und umgekehrt. Auch verhalten, 


sıch die Durchmesser von Object und Bild; jwie die Qua- 
dratwurzeln aus diesen Abständen. 


‘. 9. Dieser Satz läfst sich nun Wort für Wort auch auf jedes 
aus mehrern Gläsern bestehende System anwenden. Um dieses zu zeı- 
sen, wollen wir für's Erste die in |. 3. erhaltene Relation zwischen ae, 
und b, auf die Form &ß=f? zu bringen suchen. Sei zu dem Ende 


a=p+t%, 


| 
| 
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wo & und £, eben so wie @, und 5„, mit dem Orte des Objects und Bil- 
des veränderlich, p und 9 von der Structur des Systems abhängige und 
daher constante Gröfsen seyn sollen. Substituirt man diese Werthe für 
e, und 5, in der gedachten Relation: 
H,a + N, = 
so kommt: 
M aß + (M, —H,) % == L,—M PY +H,p — 9. 
Man bestimme demnach p und g so, dafs 
= 0 und = 0, 
so zieht sich unsere Gleichung zusammen ın: 
= 
und wird nach Elimination von p: 


wenn —— =f gesetzt wird. Bezeichnen daher, wie in {.1., P, und P, 
die Mittelpuncte des ersten und letzten Glases, und macht man in der Axe 


so wird AF=AP,—FP, =a,—p=o, 
folglich Nennt man also wiederum und G, als diejeni- 
sen zwei Puncte, in deren erstem das Object, im zweiten das Bild sich 
befindet, wenn das andere von beiden unendlich entfernt ist, den ersten 
und zweiten Brennpunct, so ist auch bei jedem System von 
Gläsern die mittlere Proportionallinie zwischen den Ab- 
ständen des Objects und Bildes vom ersten und zweiten 
Brennpunct von constanter Länge =/, die man, analog dem Vo- 
rigen, die Brennweite des Systems nennen kann, und deren reci- 
proker Werth =g= un] Ist. 

Was ferner das Verhältnifs zwischen den Durchmessern des Ob: 
jects und des Bildes anlangt, so ıst dieses (}. 7.): 

+ 
M,na:1l, wegen M np = 0, 
—=y(AF):yY(G4A,), eben so wıe im vorigen (. bei der einfachen Zuinse. 
Crelle's Journal. d. M. V. Bd. 2. Iift. 16 
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Man kann sich nach diesen Formeln leicht eine übersichtliche 
Vorstellung verschaffen von dem Gange des Bildes und der Veränderung 
seiner Gröfse, während das Object längs der Axe hin bewegt wird. Hei- 
fsen X und F zwei unendlich entfernte Puncte der Axe, X nach der 
Seite zu liegend, von welcher das Licht herkommt, Y nach der Seite 
zu, nach welcher es hingeht. Ist nun das Object A in X, so befindet 
sich das Bild B (statt 4,) in G und ist unendlich klein. Wird hierauf 
„I von X nach # bewegt, so geht B mit immer wachsender Geschwin- 
digkeit und wachsendem Durchmesser von G nach 7, wo es unendlich 
grols wird. Es macht darauf B einen Sprung durch das Unendliche von 
Y nach X, verkehrt dabei seine Lage und geht mit abnehmender Ge- 
schwindigkeit und abnehmendem Durchmesser von X nach G zurück, 
während 4 von # nach F fortgeführt wird. 

Allerdings ist der bei weitem gröfste Theil des letztern Weges 
von A, wo # hinter dem ersten Glase sich befindet (auch wohl ein 
Theil des erstern Weges von 4, wenn F hinter dem ersten Glase liegt), 
nicht unmittelbar möglich, weil die von 4 herkommenden Strahlen in 
der Richtung von X nach Y zunächst das erste Glas treffen sollen. Man 
sieht aber von selbst, dafs man, um dieser scheinbaren Unmöglichkeit zu 
begegnen, nur die Strahlen des vor das erste Glas gestellten Objects, mit- 
telst anderer Gläser oder auch Spiegel, convergirend auffallen lassen darf, 
welche Strahlen erst hinter dem ersten Glase zu einem die Stelle des 
Objects nunmehr vertretenden Bilde sich vereinigen würden. Übrigens 
bemerke man noch das aus dem Vorigen leicht abzunehmende allge- 
meine Gesetz, dafs die Bewegung von Object und Bild längs der Axe 
immer nach einerlei Richtung geschieht. 

$. 10. Aufser den zwei Brennpuncten /, G giebt es bei jedem 
Linsen-System noch vier andere merkwürdige Puncte, die ich mit Q, Q/, 
R, R’ bezeichnen will, und welche paarweise von den beiden Brenn- 
puncten um die Brrennweite des Systems abstehen, so dafs 

OF = = RG = GER = f. 

Da hiernach OF.GR = (/F.GR'=f”, so sind ($. 9.) R, KA’ die 
Örter des Bildes, wenn das Object sich resp. in Q, Q’ befindet. Auch ist 
dann beide Male das Bild mit dem Object von gleicher Gröfse, nur das 
eine Mal aufrecht, das andere Mal verkehrt. Man hat nämlich, wenn 


das Object in Q ist: 


= 
4 
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und wenn das Object in 0° ist: 
= (— NO F:f= (—ı):1. 
Befindet sich also das Object ın Q, (0), so ıst das Bild aufrecht oder 
verkehrt, je nachdem die Zahl der Gläser ungerade oder gerade (gerade 
oder ungerade) ist. 

Will man zwei beliebige zusammengehörige Örter von Object A 
und Bild B durch ihre Abstände von diesen Puncten bestimmen, so 
hat man: 

f = AF.GB = (40-+0F)(GR+RB) = (40 —f)(RB-f), 


woraus 
1 


1 1 
| F 
folgt; und eben so erhält man in Bezug auf Q/ und X’: 
Noch fliefst aus der ersten dieser zwei Gleichungen: 


und aus der zweiten: 
0A__ AF 
f’ 
folglich 


Die Linien Q0’ und RR’ werden daher, erstere durch das Object, letz- 
tere durch das Bild, nach Verhältnissen getheilt, die einander gleiche 
und entgegengesetzte Exponenten haben, so dafs, je nachdem das Object 
innerhalb oder aufserhalb QQ’ liegt, das Bild aufserhalb oder innerhalb AR 
fällt. Nächstdem verhalten sich die Durchmesser von Object und Bild 
wıe ıhre resp. Abstände von Q und KR, oder von ( und K'. 


Hat man es nur mit einem Glase zu thun, so fallen, weil hier 
FG =2f ist, die Puncte Q und R mit dem Mittelpuncte P des Glases 
zusammen. Schreibt man demnach ın dem Vorigen, P für Q sowohl 
als für A, so erhält man die aus den Elementen der Dioptrik schon be- 
kannten Formeln: 


wo WP=PR=2f. Man sieht daher, wie auch diese nur für Ein Glas 
15* 


| 
| 40 AO—f _ AF 
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geltenden Formeln auf jedes beliebige System von Gläsern ausgedehnt 
werden können. 


Von Fernröhren. 

% 11. Unter einem Fernrohr soll hier überhaupt ein System von 
Gläsern verstanden werden, bei welchem parallel auf das erste Glas fal- 
lende Strahlen von dem letzten Glase auch parallel wieder ausgehen, 
oder, was dasselbe ist, wo für ein unendlich entferntes Object auch das 
Bild unendlich entfernt liegt, wo also beide Brennpuncte des Systems un- 
endlich entfernt sind, mithin die Brennweite —=f unendlich grofs, also 
M,„=0 ist. Und in der That geht die Rn Gleichung zwischen 
a, und 2, (j. 4), für M,n = 0, über in: 


H,a, + ZL, 
n 
wo für auch 5),= wird. Die Gleichung 


ıst daher die nothwendige und hinreichende Bedingung, bei welcher ein 
System von Gläsern als Fernrohr dienen kann. 
$. 12. Die Gleichung zwischen den Elementen «@, und b,, wo- 
durch die Örter des Objects und seines Bildes bestimmt werden, ist dem- 
nach bei dem Fernrohr vom ersten Grade oder linear, während sie bei 
jedem andern System von Gläsern vom zweiten Grade, oder, um mich 
bestimmter auszudrücken, hyperbolisch war, indem die Gleichung zwi- 
schen diesen Elementen und Ö, $.3., oder & und 9., oder und 
RB S. 10.), als Abscisse und Ordinate betrachtet, einer Hyperbel angehörte. 
Stellt man sich daher das Object längs der Axe sich bewegend 
vor, so ist bei dem Fernrohr die Geschwindigkeit des Bildes der des 
Objects proportional. Sind nämlich £ und D, 4’ und B’ zwei Paare zu- 
sammengehöriger Örter von Object und Bild, so hat man: 
N BB == 
N. = H,„4'P,+ 
Aighch, nach Abzug der untern Gleichung von der obern: 

BB=H,A4, und 44:BB = 
indem die Gleichung Z,M,., — =1 ($.9.), für das Fernrohr in 
— H,N,4, = 1 übergeht. Zugleich sieht man daraus, dafs, eben so wie 
bei einem Linsensystem überhaupt ($. 9.), auch beim Fernrohr die Be- 
wegung von Object und Bild immer nach einerlei Richtung geschieht. 


BER 
f 


> 
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Dasselbe Verhältnifs findet auch zwischen den Abständen des Ob- 
jects und Bildes vom Fernrohr Statt, wenn das eine, und folglich auch 
das andere, unendlich entfernt ıst. Denn je mehr diese Abstände zuneh- 


men, um so näher wird: 
= AP,:P,B= AD:DB = 4D:— BD 


und daher AD: BD zu 1: H), 
wo D irgend einen Punct des Fernrohrs selbst, oder in dessen Nähe, 
bezeichnet. 

%. 13. Die Gleichung zwischen den Durchmessern des Objects 
und des Bildes ($. 7.) wird für das Fernrohr: 

(— 1)" C, 
woraus wir schliefsen, dafs, welches auch der Abstand des Ob- 
jects vom Fernrohr sein mag, sein Bıld doch immer diıe- 
selbe Grölse behält. 

Liegen Objeet und Bild unendlich entfernt, so ist das Verhältnifs 
ihrer scheinbaren Durchmesser: 

Ist also /V,,, absolut gröfser als 1, so wird das Fernrohr weit ent- 
legene Gegenstände nıcht nur deutlich, sondern auch, wie es sein prac- 
tischer Zweck erfordert, vergröfsert zeigen, und diese Vergröfserung 
durch die Zahl NV,,, gegeben sein. Dabei ist das Bild aufrecht oder ver- 
kehrt, je nachdem bei einer geraden (ungeraden) Anzahl von Gläsern 
die Zahl /V,,, positiv oder negativ (negativ oder positiv) gefunden wird. 

Versteht man unter der Vergröfserung im weitern Sinne, den 
Exponenten des Verhältnisses zwischen den scheinbaren Durchmessern 
von Bild und Object, wenn beide unendlich entfernt sind, so läfst sich 
das Bisherige in folgendem Satze zusammenfassen. 

Die Geschwindigkeit des Objects, dıvidirt durch die 
Geschwindigkeit des Bildes, ist, wenn beide Geschwindig- 
keiten auf die Axe des Fernrohrs bezogen werden, dem 
Quadrate der Vergröfserung gleich. Werden sie aber nach 
einer auf der Axe normalen Richtung geschätzt, so ist die- 
ser Quotient der Vergröfserung selbst gleich. Oder: 

DerDurchmesser desÖbjects, dividirt durch denDurch- 
messer des Bildes, giebt, wenn beide Durchmesser parallel 


| 
wr 
x 
N 
* 
8. 
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q 
Er 
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mit der Axe sind, das Quadrat der Vergröfserung; die Ver- 
grölserung selbst aber, wenn die auf der Axe normalen 
Durchmesser genommen werden. 

Es bedarf wohl keiner Erinnerung, dafs im Vorigen unter den 
Durchmessern blofs die auf der Axe normalen, als die allein gut wahr- 
nehmbaren gemeint sind. Wiewohl also von diesen Durchmessern der 
des Bildes immer /V,,, mal kleiner ist, als der des Objects, auch wenn 
das Object sehr weit entfernt liegt, so erscheint doch in diesem Falle 
der erstere Durchmesser /V,,, mal gröfser als der letztere, weil dann 
das Bild /V;,, mal näher ıst als das Object. 

Der Satz, dafs der Durchmesser des Objects, dıvidirt durch den 


Durchmesser des Bildes, die Vergröfserung giebt, liegt übrigens dem von 


Adams erfundenen Auzometer zum Grunde, wo zum Object das Ob- 
jectivglas selbst, oder vielmehr dessen Einfassung, dient *). 


$. 14. Es ist ım Obigen gezeigt worden, wie die Haupt-Eigen- 
schaften eines beliebigen Systems von Gläsern ganz analog denen sind, 
welche schon jedes einfache erhabene oder hohle Glas besitzt; wie die 
Bestimmung von Ort und Gröfse des Bildes aus dem Ort und der Gröfse 
des Bildes mittelst der Brennweite und der Brennpuncte, nach einerlei 
Formeln bei einfachen Linsen und bei ganzen Systemen geschehen kann. 
Auf gleiche Art wird nun auch der jetzt betrachtete specielle Fall, wo 
die Brennweite des Systems unendlich grofs ist, sein Analogon unter den 
einfachen Gläsern haben, — ein Glas mit einer ebenfalls unendlich gro- 
fsen Brennweite, d.h. ein Glas, dessen zwei Seiten einander parallel 
sind. Was daher ein solches Glas unter den einfachen Linsen ist, die- 
selbe Stelle nımmt das Fernrohr unter Systemen von Linsen ein. So 
wie bei einem Fernrohr das Bild für jeden Ort des Objects einerlei Gröfse 
hat, und sich gleichförmig bewegt, wenn das Object um gleiche Räume 
fortgerückt wird, so finden sich dieselben Eigenschaften auch bei dem 


*) In Gehler’s „Physik. Wörterbuche,” Artic. Auzometer, findet sich bei Erklärung 
des Princips, worauf dieses Instrument beruht, eine kleine Unrichtigkeit, die auch in die neue 
Bearbeitung dieses VVörterbuchs übergegangen ist, und welche darin besteht, dafs bei dem astro- 
nomischen Fernrohr mit zwei Gläsern, als auf welches daselbst bei Erläuterung des Princips allein 
Iücksicht genommen wird, das Bild der Objectivfassung auf das Ocular selbst fallen soll, da es 
doch, wie dort später ebenfalls bemerkt wird, dahin fällt, wo sonst das Auge hin gehalten wer- 
den mufs., Anm. d. Verf. 


3 
3 
| 
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Glase mit parallelen Seiten vor, indem hier Bild und Object immer zu- 
sammenfallen, und wobei folglich die Vergröfserungszahl =1 ist. 

Es werde hier noch bemerkt, dafs blofs aus Hohlgläsern ein Fern- 
rohr zu construiren unmöglich ist. Sınd nämlich g,, 93, +» » 
gesammt negativ Ay, . sind ihrer Natur nach immer posi- 
tiv), so findet sich aus den Formeln sowohl in $. 4. als in $.5., M, ne- 
gativ, M, positiv, M, negativ, M, positiv, und so fort abwechselnd, also 
(— 1)" M,„, immer positiv, und niemals = 0. 

‘. 15. Der Vollständigkeit wegen ist es noch übrig, zu zeigen, 
wie bei einem Fernrohr die für ein angenommenes Gesichtsfeld erfor- 
derlichen Öffnungen der Gläser und der vortheilhafteste Ort des Auges 
bestimmt werden können. Zu diesem Ende wollen wir für's Erste beı 
einem System von Gläsern überhaupt den Weg eines, vor seiner Bre- 
chung durch das erste Glas die Axe in -/ treffenden Strahles näher un- 
tersuchen. Es begegne dieser Strahl dem Isten, 2ten, .. zten Glase 
resp. in | 

Weil alle vom Puncte.# der Axe ausgehende Strahlen, nach ihrer 
Brechung durch das erste Glas, den Punct 4, der Axe zum Vereini- 
gungspunct haben, so mufs auch S,$, durch 4, gehen, indem S,S, der 
Weg unseres von # kommenden Strahles unmittelbar nach seinem Durch- 
gange durch das erste Glas ist. Aus ähnlichem Grunde müssen S, und 
S; mit A, u.s.w. ın einer Geraden liegen, und der Strahl wird, nach 
seiner Brechung durch das letzte Glas, der Axe ın A, begegnen. Wenn 
also die mit einander parallelen Linien P,S,, P,S,, P;S,, .... . positiv 
oder negativ genommen werden, je nachdem die Puncte S,, S,, S,, auf 
der einen oder andern Seite der Axe liegen, so mufs sich verhalten 
= A, P,:A,P,=—P,4,:4,P,, also wenn wir noch PA, S, = s,, 


P,S,= u. 5. w. Setzen: 
— b,:0,, 


und eben so 


u. $. w. bis 


5.38, 
Werden diese 2— 1 Proportionen in einander multiplicirt, so kommt: 


(— 1)" M + ($. 7.); 


= 
E 
= 
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und wenn man darin noch für 5, seinen Werth aus $. 3. substituirt: 
0,5 = (H, Q, + L,) 

woraus man, wenn @, und s, gegeben sind, die Werthe von 5, 5, 2... 5, 

unabhängig von einander finden kann, indem man nur n nach und nach 

—= 2,3, ....., zu setzen hat. 

Seien endlich noch £, Z, die Winkel, welche die 
Theile des Strahls: 49,, 9,95, 2... 5,4, mit der Axe 
machen, und jeder der Winkel, 7, z. B., positiv oder negativ, je nach- 
dem die Linie S,S, in ıhrer geradlinigen Verlängerung über S, hinaus 
nach der Seite zu von der Axe divergirt, wo die positiven oder negati- 
ven s liegen. Alsdann ist wegen der Kleinheit dieser Winkel: 


s Sn—ı Sn 


und man erhält, wenn man die hieraus folgenden Werthe für «, und 5, 
in die obigen Gleichungen substituirt: 

(— 1)""s,—= H,s, + 

Die erste dieser zwei Formeln wird für das Fernrohr: (—)"1,=N ut, 
und giebt damit zu erkennen, dafs Parallelstrahlen, welche vor dem Ein- 
tritt in das erste Glas dıe Axe unter einem Winkel = ? schneiden, nach 
der letzten Brechung wieder parallel ausfahren und mit der Axe einen 
Winkel = N,„,t machen, dafs also /V,;, die Vergröfserungszahl ist, wie 
schon in $. 13. auf andere Weise gezeigt wurde. 

Die zweite Formel lehrt, dafs (wenn ein Strahl, welcher vor 
dem Eintritt in das erste Glas die Axe unter einem Winkel =? schnei- 
det und dieses Glas in einer Entfernung von der Axe, = s,, trifft, auch 
den übrigen Gläsern begegnen können soll), die Halbmesser des zwei- 
ten, dritien, u. s. w. nicht kleiner sein dürfen als: 

H,s, + Is, + Lt, u s. w. 

Würde aber der Strahl erst nach seinem Eintritte in das erste 
Glas, ohne von diesem gebrochen zu werden, die Axe unter dem Win- 
kel / schneiden, so sind dıe kleinstmöglichen Halbmesser: 

— H,s,+-L,t, —H,s, + L;t, u.s. w. 

Für einen mit der Axe parallel einfallenden und das erste Glas 

ın dem Abstande = s, von der Axe treffenden Strahl werden diese Halb- 
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messer: H,s,, A,s,, H,s, u. s. w.; und für einen Strahl, welcher durch 
den Mittelpunct des ersten Glases selbst geht und mit der Axe einen 

Winkel =t macht: Z,t, L;t, L,t, u. s w. 
$. 16. Wenden wir diese für jedes System von Gläsern geltende 
Bestimmungen auf das Fernrohr an. Da hier alle von einem und dem- 
selben Puncte des Objects ausgehenden Strahlen als parallel mit einander 
anzusehen sind, und daher die Axe unter gleichem Winkel, welcher 
—=t sei, schneiden, so darf unter der Voraussetzung, dafs alle auf das 
erste Glas, dessen Halbmesser = s,, fallende Strahlen auch das zweite 
S treffen sollen, der Halbmesser des zweiten nicht kleiner sein als die ab- 
i solut gröfsere der beiden Gröfsen: H,s, + Z,t, —H,s, + L,t, und so fort 
bei den folgenden Gläsern. Da aber unter allen den das erste Gas tref- 
fenden Strahlen sich diejenigen am vollkommensten in einem Puncte des 
Bildes vereinigen, welche nahe um den Mittelpunct des Glases einfallen, 
so ıst man zufrieden, wenn nur die Axe des anf das erste Glas stofsen- 
den Strahlencylinders, oder der Hauptstrahl, die folgenden Gläser 
ungehindert durchgehen kann. Soll also ein von der Axe des Rohrs um 
den Winkel £ abliegender Punct durch dasselbe noch gut gesehen wer- 
den können, d.h. soll # der scheinbare Halbmesser des Gesichtsfeldes 
sein, so müssen die Halbmesser des 2ten, 3ten, u. s. w. Glases, unabhän- 
sıg vom klalbmesser des Isten, die Werthe Zst, ..... Z,t haben. 


$. 17. Alle Hauptstrahlen haben als Strahlen, welche von einem 
und demselben Puncte, nämlich dem Mittelpuncte des ersten Giasss, her- 
kommen, nach ihrer Brechung durch das letzte Glas einen Vereinigungs- 
punct, dessen Abstand vom letzten Glase, —=2,, gefunden wird, wenn 
man in der Gleichung zwischen «@, und (j.3.), @,=0 setzt. Dies giebt: 
La 
Findet sıch hieraus 5, positiv, so liegt dieser Vereinigungspunct, oder das 
Bild des ersten Glases, hinter dem letzten Glase, und das Auge wird, 
dahin gebracht, seine vortheilhafteste Stellung haben, indem es nur hier 
alle Hauptstrahlen zugleich empfangen kann, und in gröfserer sowohl als 
geringerer Entfernung vom letzten Glase, einen durch die Einfassungen 
der Gläser verminderten Gesichtskreis hat. Erhält man 5, negativ, so 
: liegt der Vereinigungspunct der Hauptstrahlen vor dem letzten Glase» 
i und es bleibt nichts übrig, als das Auge demselben möglichst nahe zu 
Crelle’s Jonrnal, d. M. V. Bd. 2. Hft. 17 
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bringen, wo es allerdings nur noch Hauptstrahlen von den Objecten em- 
pfangen kann, deren Winkel- Abstand von der Axe, = dem Halbmesser 
der Pupille, dividirt durch 5,, ist. 


Ist das Fernrohr blofs aus erhabenen Gläsern zusammengesetzt, 
sind also, eben so wie Ä,, auch » . Insgesammt 
positiv, so liegt der Vereinigungspunct aller Hauptstrahlen stets hinter 
dem letzten Glase, oder es ist für «,=0, b, immer positiv. Dies läflst 
sich auf folgende Weise darthun. 


Mit Anwendung der in |. 5. gebrauchten Bezeichnung (a, b,c,....) 


für den Kettenbruch & — ‚ und vorausgesetzt, dafs @, b, c,d, .... 


b — elc. 


insgesammt positive Gröfsen sind, hat man: 


e>a— = (a,b), und eben so b>[(b,c), 


folglich 
1 1 
>ı— (a,b,c), und eben so (b,c)>(l,c,d), 
folglich 
1 1 
also 
>.(a,b) 
Nun ist beim Fernrohr M,n = ++ g;] =0, also auch 


Zugleich ist aber, weil alle die Gröfsen 9,, A,, 825 - » - - positiv sind, 
dem oben Erwiesenen zufolge: > 8,1); mithin 


(8 h,) positiv, d. ı. 
tive Grölse. 


\. 18. Es bietet sich uns hier noch eine merkwürdige Form der 
Bedingungsgleichung dar, unter welcher ein System von Gläsern ein Fern- 
rohr abgiebt. Soll nämlich aus den Gläsern, von deren Brenn- 
weiten die Reciproken + & Sind, ein Fernrohr 
construirt werden, so müssen sie ın solchen Abständen =ÄÜ,, 
Au, von einander gestellt werden, dafs (8,,....A,,8,) 
—=0, oder, was wegen : auf dasselbe hinaus- 
kommt, dafs dafs also 
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etc. — etc. 
1 1 
1 — 
h, 


zwei mit einander identische Gleichungen, von denen die erstere auch 
unmittelbar aus den Kettenbrüchen in {. 3. folgt, wenn man darin «, so- 
wohl als d,, =» setzt. 

Auch die Vergröfserungszahl eines Fernrohrs läfst sich leicht in 
Kettenbruchform darstellen. Es ist nämlich, wegen — H,N,., = ı, das 


Quadrat der Vergröfserung 


Die Vergröfserung ist daher die mittlere Proportional- 
zahl zwischen den zwei Kettenbrüchen: 


und 


— etc. 1 
1 ste. 
1 1 


1 


deren ersterer zugleich den reciproken Werth der Entfer- 
nung des Auges vom letzten Glase giebt. 

$. 19. Die Identität der zwei Bedingungsgleichungen für das Fern- 
rohr: (g,,.:..9,)=0 und (g,,....g,)= 0, von denen die eine aus der 
andern durch Umkehrung der Aufeinanderfolge der Elemente hervorgeht, 
hängt damit zusammen, dafs jedes zu einem Fernrohr geordnete System 
von Gläsern auf doppelte Art als Fernrohr wirken kann, nachdem man 
das Licht von der einen oder von der andern Seite her durchgehen läfst; 
so wie bei einem System von Gläsern überhaupt der Ort und die Gröfse 
des Objects mit Ort und Gröfse des Bildes sich gegenseitig vertauscht, 
wenn die Richtung der Strahlen in die entgegengesetzte verwandelt wirl. 
Der Grund dieser Erscheinung liegt in dem bekannten Satze, dafs der 
gebrochene Weg eines Strahles aus einem durchsichtigen Mittel in ein 
anderes zugleich als Weg einem Strahle aus dem letztern Mittel in das 
erstere dienen kann. Auch stimmen damit, wie gehörig, die im Obigen 

17” 
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entwickelten Formeln überein. So mufs die Gleichung in $. 3. zwischen 
a, und dieselbe bleiben, wenn man darin A, m mit 

. A, 8, und @, mit b, gegenseitig vertauscht. In der That geht durch 
diese Vertauschung in über, 
und umgekehrt;} Z, und M,;, bleiben ungeändert, und die Gleichung 


wird damit: 
M b, A, 


die, wie man leicht sieht, mit der dortigen identisch ist. 

Auf gleiche Art mufs die Relation in |. 7. zwischen c,, c, @, zu 
einer gleichbedeutenden führen, wenn man diese Gröfsen in c, c„, b, 
und 8,5»... in verwandelt. Man erhält damit: 

= 
und durch Verbindung dieser Gleichung mit der dortigen: 
a, + —H, = 1, 

welches eine neue Form der Gleichung zwischen «, und 5, in |. 3. ist, 


a = 


und wovon sich die eine in die andere, mit Hülfe der Gleichung LU— HN 


= ı, verwandelt. 

Dafs bei Umkehrung des Systems die beiden Brennpuncte dessel- 
ben (j. 9.) ihre relative Lage gegen die Gläser behalten, nur ıhre Namen 
verwechseln, so dafs der vorherige erste nun zum zweiten, und umge- 
kehrt, wird: dies folgt leicht aus der dortigen Definition dieser Puncte, 
so wie auch aus den daselbst für ihre Abstände vom ersten und letzten 
Glase gegebenen Werthen. | 

Endlich leuchtet ein, dafs, da durch Umkehrung eines Systems Z7, in 
— N,4,, und umgekehrt, übergeht, und da beim Fernrohr — H,N,n=1, 
und (— 1)" /V,;, die Vergröfserungszahl ist ($. 12. 13.), dafs durch Umkeh- 
rung eines Fernrohrs die Vergröfserung desselben in eine eben so viel- 
malige Verkleinerung, und umgekehrt, verwandelt wird, dafs aber beide 
Male die Bilder sich in derselben (aufrechten oder verkehrten) Stellung 
zeigen müssen. Auch folgt der erste Theil dieses Satzes unmittelbar aus 
der Betrachtung der durch zwei Kettenbrüche ausgedrückten Vergröfse- 
rung, von denen ein jeder durch Verwechselung von - 8, mit 
In den reciproken Werth des andern verwandelt wird. 
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9. 


Memoire sur le mouvement d’un corps rigide, 
soutenu par un plan fixe. 
(Par Mr. 4. A. Cournot, Dr. &s sciences Paris. ) 


M.. Poisson a donne, dans son ‚‚Traite de Mecanigque (liv. II. chap. V1.),” 
les equations du mouvement d’un corps solide sur un plan fixe, en se 
bornant (comme lexigeait la nature de cet ouvrage) ä considerer deux 
cas principaux: savoir, celui ou le corps roule sur le plan, en le touchant 
par un point variable de sa surface supposde continue, et celui ol le con- 
tact avec le plan a lieu par une pointe, c’est-ä-dire par un point otı ıl 
y a discontinuite dans sa surface. Ce savant geometre a montr& comment 
Yon pouvait deduire des integrales des aires et des forces vives les 
solutions approximatives que le probleme comporte dans certains cas en- 
core plus restreints, comme lorsqu'il s’agit d’un ellipsoide, derange tant 
soit peu de sa position d’equilibre, et qui oscille autour d’un de ses axes 
principaux. 

En suivant une marche analogue, ıl est ais& d’obtenir les &qua- 
tions differentielles du mouvement dans toutes les autres hypothöses. Sı 
le corps ne s’appuie pas sur plus de trois points, ou sur plus de deux en 
ligne droite, on a le nombre d’equations suffisant pour determiner separ6- 
ment toutes les inconnues du probleme: savoir, les six @löemens du double 
mouvement de translation et de rotation, et les pressions souffertes par 
le plan. Si, au contraire, le nombre des points d’appui excede ceux qu'on 
vient de dire, les @quations fournies par le principe de d’Alembert 
suffisent bien pour determiner les six elemens du mouvement, mais non 
pour assigner les valeurs individuelles des pressions: fait absolument sem- 
blable a ce qu’on observe dans toutes les questions analogues de meca- 
nique. Enfin si le corps est en contact avec le plan par des elemens 
lindaires ou superficiels, la pression en chaque element devient (selon les 
principes ordinaires de mecanique) une fonction differentielle, inconnue, 
des coordonnees de l’el&ment; mais les integrales definies qui en depen- 
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dent, et qui entrent dans les equations du mouvement, ont toujours une 
valeur determine. 


Tout cela n’a besoin en quelque sorte que d’etre indique, et 
sait que la difheult@ consiste dans lintegration complete des &quations du 
mouvement, qu’on n’effectue en general que par des methodes d’approxi- 
matıon laborieuses, auxquelles Yimportance seule des applications peut 
donner de Vınteret. Mais ıl est un auftre point de vue, sous lequel le 
probleme offre matiere a un assez grand nombre de remarques, qui ne 
nous semblent point indignes de fixer un moment l’aitention, et qui font 
le sujet principal de ce me&moire. 


En efiet, ıl est naturel de supposer que le corps, soit quiil y ait 
continuite dans sa surface et qu'il roule sur le plan fixe, soit quiil y ait 
an contraire discontinuite et qwil glisse sur un angle ou une arte de 
cette surface, peut toujours se detacher du plan. Nous prendrons ce plan 
pour celui des x, y, et nous compterons les z positives du cöte ou le corps 
se trouve placd. Les forces auxiliaires qu’on applique celui-ci pour 
tenir compte de la resistance du plan seront representdes par des ordon- 
nces paralleles aux 2: elles mesureront les pressions ou percussions que 
le plan supporie, selon qne le corps est soumis a des forces continues, 
telles que la pesanteur, ou a des forces instantandes, telles que celles de- 
veloppces par le choc. Ceci pose, il est clair qu’au moyen de ce que le 
corps peut se detacher du plan, les pressions ou percussions sont assuje- 
ties ü conserver des valeurs positives, et qu’aussitöt que cette condition 
cessera d’etre satisfaite pour quelques-uns des points de contact, le plan 
cessera de gener en ces points Je mouvement du corps*). Il faut donc 
ioindre aux dquations du mouvement les conditions d’inegalite exprimant 
üue les pressions ou percussions, en chaque peint de contact, doivent re- 
ster positives; maıs afın d’ctudier plus simplement les consequences de 
ce principe, ıl convient d’examiner d’abord I’hypothese, ol le corps, en 
contact avec le plan, est tird du repos par des forces ınstantandes. De 
ceite manıcre on na Aa considerer que des relations algebriques de l’ordre 


n 


*) Nous avons indique, dans le „Bulletin des sciences math&@matiques, tome Vill. page 165.,” 
comment le prineipe des vitesses virtuelles s’ctend aux cas tels que celui-ci, oü les liaisons du sy- 
steme, sont exprimres par des indgalites; ce qui comprend la demonstration d’un theoreme pose 
mar Carnot d'une maniere assez confuse, et auque! on avait fait peu d’attention. 
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le plus simple, et ne saurait &tre arrete dans l’application des for- 
mules par des difficultes d’integration. 

On trouve ainsi, comme premier rösultat, que lorsqu’on a le nom. 
bre ‚d’equations sufiisant pour determiner individuellement toutes les per- 
cussions, et que quelques-unes, ou müme toutes, se presentent afleetces 
du signe negatif, ce n’est point en general une raison suflisante pour 
afırmer que les points correspondans n’exerceront aucune percussion et 
se detacheront du plan dans le premier instant du mouvement; maıs 
qu’il faut essayer au besoin plusieurs hypotheses, en faisant successive- 
ment abstraction de la resistance d’un ou de plusieurs points, jusqu’a ce 
que les valeurs de toutes les percussions conservdes dans le calcul se 
presentent affectdes du signe positif. 

Sı Yon n’a pas le nombre d’equations ndcessaire pour determiner 
individuellement les percussions en chaque point, ou si le contact a lıeu 
entre des portions de lignes ou d’aires planes, il est utile de recourir a une 
consideration indirecte, d’ou d&duit Vexpression trös-simple des condi- 
tions quı doivent Ötre satisfaites, pour que la percussion puisse Ötre censce 
positive, relativement ä tous les points ou ä tous les dlömens du contact. 

Chacun des points par lesquels le corps touche le plan fixe, ü Vın- 
stant ou il subit l’application des forces ıinstantandes, donne naissance ü une 
double condition: car ıl faut ou que la percussion en ce point soit posi- 
tive, et dans ce cas que la vitesse du point, decomposee perpendieulaire- 
ment au plan (ce que nous appellerons, pour abreger, la vıtesse normale) 
soit nulle; ou que la percussion-a son tour soit nulle, et que la vitesse 
normale soit positive. On regardera peut &tre les developpemens de cette 
double condition comme une application interessante du calcul des incga- 
lites: calcul beaucoup moins ceultive que celui des &quations, en gencral 
plus embarrasse dans sa marche, mais qui jouit aussi d’avantages qui lui 
sont propres. Il arrive en eflet que par suite de lindetermination atta- 
ch@e aux conditions d’inegalite, celles-ci comportent souvent des simpli- 
fications remarquables. Le calcul des inegalites est, comme celui des 
equations, intimement li& l’emploi des considerations geometriques; 
avec la difförence que, si le calcul des equations s’applique avantageuse- 
ment a la geometrie, c’est la geomctrie qui s’applique au calcul des in- 
egalites, et qui semble indispensable pour en interpreter commodcment 
les rcsultats. 
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(Qu’on imagıine un corps polyedrique, soumis ä l’action d’une force 
instantande, et reposant sur le plan par une de ses faces dont les angles 
et les cötes sont en nombre 2. La force aura pour effet, ou de detacher 
entierement le corps du plan fixe, sans faire eprouver ä ce dernier au- 
cune percussion; ou de contraindre le corps a glisser sur sa base, en fai- 
sant essuyer au plan une percussion repartie sur toute l’ötendue de cette 
base; ou de soulever le corps, en le forgant a glisser sur une des are- 
tes, ou sur l’un des angles de la base, qui seul Eprouvera une percussion. 
De la un nombre 222 d’hypoiheses sur le mouvement du corps, ä 
chacune desquelles se rapporte un systeme different d’equations et d’in- 
egalites, qui devront Ötre simultanement satısfaites, pour que cette hy- 
pothöse puisse effectivement avoir hleu. autre cöte, il est evident 
aA priori quentre toutes ces hypotheses ıl doit toujours y en avoir une, 
et une seule, quı satısfasse ainsi a toutes les conditions voulues; sans 
quoi le corps soumis ä des forces qui ne s’equilibrent pas ne pourrait 
prendre aucun mouvement, ou bien ıl pourrait prendre plusieurs mouve- 
mens differens, sans qwıl y eüt aucune raison de supposer qu’un de ces 
mouvemens se produise plutöt que l’autre, ce qui repugne, Mais si cette 
double consdquence, que nous verifierons d’ailleurs sur plusieurs exemples, 
est evidente ä priorı et par la nature de !a question, on ne voit pas com- 
ment on pourrait en donner aA posteriori, et ä linspection de la forme 
des equations et des ıincgalıtes, une demonstration generale; ni comment 
on pourrait, dans un grand nombre de cas, dispenser du tätonnement qui 
consiste essayer successivement plusieurs hypotheöses. 

L,orsque le corps repose sur une base, dont l’arete est formee par une 
courbe continue, et qwıl se souleve en s’appuyant sur un point de l’aröte, 
il faut d’abord döterminer ce point: question elömentaire et d’une applica- 
tion usmelle, dont pourtant je ne sache pas qu’on ait donne la solution. 
Au premier coup d’oeil les dquations ordinaires du mouvement sem- 
blent insuflisantes; mais d’autres consid&£rations levent lindetermination 
apparente des coordonnees du point de percussion. 

Pour oflfrır une application sımple de ces principes, nous exami- 
nons successivement le cas d’un parallelipipede droit a base rectangulaire, 
et celui d’un cylindre droit a base circulaire; sur qui ıl ne faut pas 
perdre de vue que les m&mes formules s’@tendent, sauf les valeurs nu- 
meriques des momens d’inertie, A une infinite d’autres solides. 
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En suivant l’analyse que nous venons diindiquer sommairement, 
on parvient a ranger sous deux categories les points de contact qui exi- 
stent entre le corps et le plan fixe, a lYinstant oüı agit la force instanta- 
nde: 1° ceux dont la vitesse normale est &teinte par la percussion; 2° ceux 
qui n’exercent point de percussion et qui se detachent du plan instanta- 
nement, avec une vitesse fine. Mais sı lon considere l’el&ment du temps 
qui suit immediatement linstant de la percussion, les premiers de ces 
points se distinguent derechef en deux categories nouvelles: 1° ceux 
dont la vitesse normale infinıment petite, acquise pendant le premier clc- 
ment du temps, se trouve &teinte au moyen de la pression qu'ils exercent 
contre le plan; 2° ceux qui, au contraire, se detachent du plan ä la fin 
de cet el&ment avec une vitesse infiniment petite. Cette distinction re- 
pose sur des calculs analogues dans leur forme ä ceux qui servent pour 
la determination des percussions, et n’exige pareillement aucune intdgra- 
tion. Elle a lieu lors m&me que le corps n’est soumis a aucune force 
continue; et il est d’autant plus ndcessaire d’y avoir dgard, que, pour 
lobservation, il n’ımporte qu’un point se detache du plan instantandäment 
ou au bout d’un temps infiniment petit. 

Maintenant ıl est claır que, si Yon savait integrer les &quations 
du mouvement, on aurait les valeurs des pressions en fonction du temps; 
on saurait pour quel instant du mouvement ces valeurs deviennent ne- 
gatives ou cessent de satisfaire aux diverses conditions voulues; et lon 
pourrait appliquer ä chaque instant du mouvement les raisonnemens et 
les calculs que nous venons d’indiquer, relativement ä linstant qui suit 
immediatement celui de l’application des forces instantandes. 

Une consequence singuliere ä laquelle on est conduit par ceite ana- 
lyse, c’est que, quand un corps symetrique relativement ä Yun de ses 
axes principaux, et termine par une base perpendiculaire a cet axe (tel 
qu’un prısme ou un cylindre droit et homogene), est pose par sa base 
sur un plan incline et soumis ä Yaction de la pesanteur, ce corps ne 
pourra que glisser sur le plan, sans pivoter Autour d’un des angles ou 
d’une des arttes de sa base, quelle que soit Yinclinaison du plan 
rizon, et lors m&me que la verticale, mende par le centre de gravitt, 
tomberait en dehors de la base. Cette circonstance tient A ce que la 
direction de la pesanteur passe rigoureusement par le centre de gravitc; 


car d’ailleurs, pour peu que la resultante des forces devie de ce cen- 
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tre, le glissement ne peut avoir lieu qu’autant que la resultante rencontre 
le plan dans l'interieur de la base. II en est donc de ce resultat de me&- 
canıque rationnelle comme des &quilibres instables, qui ne peuvent se rea- 
lıser physiquement. Aussi observe-t-on toujours que, lorsque TVinclinai- 
son du plan depasse certaines limites, et en general lorsque la verticale, 
menee par le centre de gravite, tombe en dehors de la base, le corps 
chavire; ce /quil faut attrıbuer au frottement exerce sur le plan, force 
dont la direction ne passe point par le centre de gravite, et dont nous 
n’avons pas tenu compte dans nos formules. 

Il resterait donc ä faire voır comment ces formules devraient £tre 
modifices d’apres la consideration du frottement: question qui differe es- 
sentiellement d’avec celles qui precedent, par la necessite d’admettre des 
donnees empiriques sur la nature du frottement, et dans les developpe- 
mens de laquelle nous ne pourrions entrer ıci sans depasser les bornes 
que nous devons nous prescrire. 

1. Considerons en premier lieu un corps qui se meut en s’ap- 
puyant sur le plan fixe par une pointe, c’est-A-dire par un point ou il 
y a solution de continuit@ dans sa surface, tel que serait le sommet d’un 
cöne, ou lun des angles solides d’un polyedre. Pour fixer les ıdees, nous 
supposerons que Ja pesanteur est la force continue qui sollicite le corps, 
et nous tiendrons comte de la resistance du plan fixe par l’application 
d’une force inconnue AR, perpendiculaire a ce plan; nous rapporterons les 
points de l’espace ä trois axes des x, y, 2; le plan fixe etant pris pour 
celui des x, y, et son intersection avec le plan vertical qui luı est per- 
pendiculaire &tant prise pour axe de y. Jues points du corps seront rap- 
portdes aux trois axes principaux des x‘, y‘, z‘, mens par le centre 
de gravite, dont nous designerons les coordonnees en x, Y, 2, par &, ß, Y. 
M sera la masse du corps, et 4, BD, C seront ses momens d’inertie rela- 
tıfs aux axes principaux des x’, y‘, z’. Nous representerons par £ le 
co@ficient de la gravite, et par e le compl&ment de l’angle que forme le plan 
fixe avec la verticale. a,d,c seront les cosinus des angles varıables formes 
par laxe des z avec ceux des x‘, y’, 2/5 et &, n, C, les coordonnees de 
la pointe, selon ces trois derniers axes. Enfin, si l’on congoit que l’on 


prenne, sur la direction de laxe ınstantand de rotation, une droite nu- 
meriquement &gale ä la vitesse angulaire, >, 9, r designeront les projec- 


tions variables de cette droite sur les axes des x’, y‘, 2°. Leurs signes 


= =. 

: 
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dependront du sens de la rotation, suivant les m&ömes conventions qui 
fixent le sens dans lequel est port€ l’axe d’un couple, ou le moment 
lineaire d’une force, d’apres la direction de cette force: et Ace sujet nous 
renverrons le lecteur aux Exercices de Math@matiques de M. Cauchy. 


Cette notation convenue, il r&sulte facilement des principes gene- 
raux de dynamigne, que le double mouvement de translation et de rota- 
tion du corps sera determine par les six @quations suivantes: 


(a) MTE=o, =—Mgcosc+R; 


ot? 
(b.) \Bög + (A—C)pröt 
Cer+(B—A)pgöt = R(&Eb—na)öt. 
Les variables 5, ce sont lices aux quantites >, 9, r par les equations 
Sa=(rb—ge)öt, eb=(pe—ru)dt, 
et si Von designe par 6 Yanzle du plan fixe avec celui des x‘, y‘, par © 
et ‘b, les angles que leur intersection forme respectivement avec les axes 
des x’ et des x, les six variables a, b, c, p, 9, r se trouveront d@pendre 
des trois quantites angulaires 6, en vertu des relations suivantes: 
a=—sin®sin®, b=— sind c=cosP; 
pet = sind — 
(e.) = + sind, 
röt—= 090 — 

Nous renvoyons, pour la d&@monstration de toutes ces formules, & 
la Mecanique de M. Poisson, livre lil. 

Les six e&quations (a.) et (b.) ne renferment donc implicitement 
que sept inconnues ß, Y, 9, R, qu'il s’agit d’exprimer, au moyen 
de deux int‘grations, en fonction du temps Z. Il sufüt par consdquent, 
pour avoir le nombre suffisant d’equations, d’en obtenir une septicme en- 
tre ces inconnues. Or, la condition que la pointe doit rester sur le 
plan fixe, ou que sa coordonnede z doit ätre nulle, s’exprime par T’equation 


(f.) 0. 


Les deux premieres &quations (a.) s’integrent immediatement: la 
troisieme, jointe aux &quations (2.) et (f’,), sufit, sauf les difhicultes de 


l'integration, pour determiner les cing inconnues qui restent. 
18° 


d’ou 
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2. En multipliant les @qwations (2.) respectivement par a, b, c, 
les ajoutant, et ayant &gard aux relations (c.), on trouve: 
= 0; 
et par consequent on obtient lintegrale premiere 
dans laquelle 4 designe une constante arbitraire. Si l’on multiplie de 
nouveau ces mä&mes &quations respectivement par 9, r, et qu'on les 
ajoute, en ayant toujours &egard aux relations (c.), il vient: | 
Apöp+ = = — 
en vertu de (f‘.). Substituant la valeur de R, tiree de la troisı&me equa- 
tion (@.), int@grant et designant par 4* une nouvelle constante arbitraire, 
on obtient en definitive: 


(h) Ar +Br+ cr + +2Mgcose.y=M. 


ot? 

Il n’est pas difhicile d’apercevoir que leg deux integrales (2.) et (4.) 
resultent plus generalement, la premiere du principe des aires, la se- 
conde de celui des forces vives. En effet, puisque le corps n’&prouve 
aucun obstacle parallölement au plan fixe, et que la force qui le sollicite 
passe par le centre de gravite, la projection des aires sur ce plan doit 
rester constante. D’un autre cöte, la liaison, qui assujetit le corps, etant 
exprimee par l’equation (f.), independante du temps, le principe des for- 
ces vives doıt trouver son application. Or on demontre aisement que 
lorsqu’on rapporte au centre de gravite le double mouvement de transla- 
tion et de rotation d’un systeme, la force vive totale est la somme des 
forces vıves relatives aux deux mouvemens, consideres comme indepen- 
dans; et cela pose, les formules connues nous apprennent que By? 


+-Cr’ est la force vive due au mouvement de rotation, tandis que MM 
est celle qui provient du mouvement de translation. 


En general, les integrales fournies par les principes de la conser- 
vation du centre de gravite, des aires et des forces vives, sont les seules 
qu’on obtienne sous forme finie. Lie probleme qui nous occupe ne sera 
donc rigoureusement r&soluble que lorsque certaines relations entre 6, ®, %, 
r&duiront ces variables a deux, par exemple et Alors en Eliminant 
entre (g.) et (h.), on aura des expressions de la forme dt =F(9)06, 
Von tirera par les quadratures les valeurs de et par 


suite celles de y et de R en fonction de Z et de nouvelles constantes arbitraires. 
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3. Une analyse exactement semblable s’appliquerait au cas ou le 
corps s’appuierait par deux points sur le plan fixe. On aurait une in- 
connue de plus, analogue a A, mais aussi une &quation de plus, analo- 
gue (f.), laquelle etablirait une dependance entre ®, de sorte que 
le probleme serait susceptible d’une solution complete par les quadratu- 
res. Mais au lieu de nous y arröter, il convient de considerer le cas 
ou le corps s’appuie sur le plan par une aröte rectiligne, telle que celles 
qui terminent les faces des polyedres. En designant alors par ©s un 
element de cette aräte, dont les coordonndes sont &, n, &, et par Äi la 
pression qu’il supporte, la troisieme equation (a.) et celles (b.) seront rem- 
plac&es par les suivantes, ou le signe d’integration se rapporte ä toute la 
longueur de lar£te: 


0? 
MT = — 


(Adp + tC—D)gröt = 
Bög+(A—O)pröt = dt[R(&a— £0)ds, 
Cör+(B—A)pget = 

Comme la droite qui forme arete est donnde de position, on aura pour 


ses Equations: 
C=m’&+n'; 

au moyen de quoıi substituant dans les @quations pr&cedentes, et faisant 
sortir les lettres @, b, c, m, n, m‘, n’ de dessous le signe d’integration, 
on n’aura plus que deux integrales inconnues [Rds et [R£ös. D’une 
autre part, ces m&mes valeurs, substituees dans l’&quation (f.), devront 
la verifier, ind&pendamment de & On obtiendra ainsi deux &quations 
auziliaires, qui, jointes aux quatre @quations (2.), sufhiront pour determi- 
ner ®, et les deux intögrales inconnues. Neanmoins la fonction 
R restera indeterminde, comme cela doit &tre, lorsqu’on n’a &gard qu’aux 
principes generalement regus en mecanigque, 


Admettons, par exemple, que larete soit parallöle laxe princi- 
pal des x‘, ainsi que cela aurait lieu pour un prisme droit et homogene, 
s’appuyant sur une des arötes perpendiculaires a ses bases. Dans ce cas 
m et m‘ sont nuls, ce qui donne Yy-ör-+cen’=0, et «a=0, ou 
sindösin®= 0, d’ou ıl est de conclure |que c’est langle ® qui reste 
constamment nul. L’equation (g.) devient 

(Bsin’d Ccos’}) = 


d 
7 
3 


. 
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quant a celle des forces vives, pour la mettre sous sa forme ia plus 
simple, il convient de faire: 

n = ecosw, esino, 
<tant egal A et w designaut Yangle que le plan mene par 
laröte et par le centre de gravite, fait avec celui des x’, y’. Alors cette 
equation devient: 


n h? r 2 


1? 


+ 2M g cose.esin(d— — AR. 
dya 
ot? 
l’öquation preccdente, comme compris dans la constante A’; mais elle ne 
peut toujours sintögrer qu’approximativement par les quadratures. 


. 
Lorsque B=(, on a = const. Le terme en disparait de 


4. Si le corps glisse sur le plan fixe, en s’appuyant sur une face 
plane, on pourra encore employer les equalions (2.), pourvu que ds re- 
prösente un element d’aire plane, et que les termes oü il entre comme 
tacteur soient aflectes d’un double signe dintegration. Dailleurs le plan 
gui comprend cette face aura pour &quation 

m". 
Substituant ceite valeur de dans les e&quations (2.), elles ne contien- 
dront plus que trois ıntegrales inconnues 
JfRes, [[Rnds. 
Dun autre cöte sı Von fait la m&me substitution dans l’equation (f.) qui 
devra alors ötre satisfaıte, independamment de £& et de n, on obtiendra 
trois equations auxiliaires, qui completeront le nombre necessaire pour 
la dötermination des el&öments du mouvement, et des integrales incon- 
nues: seulement la fonction Ä restera, comme prec&edemment, indeterminde. 
En eflectuant le calcul, on trouve: 
apme=0, b+mc=0, 


dou a . 
— tang$ sin® == IM, -; = — tangd cos® = m; 
m 
tang$ = —, = const. 
en sorte que les deux angles 6, sont et lautre constants. L’equa- 


tion des aires se r&eduit done A = const. ‚ et ıl en resulte encore que 


les quantitds Y, >, 9% 7, @, comme aussi les trois integrales Incon- 
nues, ont de valeurs constantes pendant toute la durde du mouvement. 
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9.  Considerons maintenant Ün corps termine par une surface 
continue, et qui roule en s’appuyant toujours sur le plan par un point de 
cette surface. Il est clair que les &Equations (a.), (b.), (f.) s’appliqueront 
a I’hypothese actuelle, sauf que les coordonnees &, au lieu d’ötre 
constantes, comme dans le cas du num&£ro 1., seront variables et incon- 
nues. Mais aussi on aura trois nouvelles @quations pour döterminer ces 
coordonndes, savoir: l’&qualion möme de la surface, et les deux qui ex- 
priment que le plan tangent ä cette surface, au point (£&, n, () se con- 
fond avec celui des x, y. Les Eequations des aircs et des forces vives 
subsisteraient, comme lorsque les coordon:es &, 7, © sont invarıables. 
Cela est evident pour la premiere, qui s’obiient ind&ependamment de 
ces coordonnees; d’ailleurs on aurait, en differentiart Y’equation (J.): 

oy+&catnob = — 

Mais a, b, e etant les cosinus des angles que forment les axes des 
x, y', z‘ avec la normale & la surface, au point (&, n, ©), le second 
membre de cette £quation s’evanouit, ce qui Ja rend identique avec (f.): 
au moyen de quoı lon arrive comme precedemment ä l’&quation des 
forces vives. 

Si le corps est termine par une surface eylindrique ou conigque, 
ıl roulera en s’appuyant sur le plan le long d’une generatrice de cette 
surface. Prenons pour exemple un cylindre droit et homogene, ä base 
elliptique, dont les gen£ratrices soient paralleles a l’axe de x‘, et dont les 
directrices aient pour &dquation: 

Lie calcul sera le möme que dans le cas traite a la fin du numero 3., 
si ce n’est que les quantitds eg et » cesseront d’etre constantes. Lie cy- 


lindre etant tangent au plan fixe, on anra: 


0277 


sind m 6? cos d 
et ıl ne restera plus qu’a substituer ces valeurs daus l’equation des for- 
ces vıves. Liorsque le cylindre est circulaire, auquel cas B=(,o=ov, 


se reduisent ä des constantes; les quantites c, 9, 7, s’expri- 


ment par des sinus et cosinus du temps: tandis que d’apres le calcul, les 
integrales /Rös, [REOS conservent des valeurs constantes. Olservons 


| | 
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- 


que les limites- de ces integrales ne seront plus constantes en general, 
comme dans le cas du numero 3., et qu’on determinerait au besoin ces 
limites ä laide des &quations des courbes qui terminent la portion de 
surface roulant sur le plan; mais ce calcul est Etranger ä la determina- 
tion du mouvement. 

6. ‚Si le corps roulait sur une aröte curviligne, telle que celle 
qui termine la base d’un cylindre, il faudrait encore employer les for- 
mules («.), (b.), (J.); les coordonnees £&, du point de contact seraient 
varıables et inconnues, mais on aurait trois equations pour les determi- 
ner, savoir: les deux qui definissent, relativement aux axes principaux, 
a courbe qui forme aröte; et celle 

(k) adE + bin teil 0, 
exprimani que la tangente ä cette courbe, au point (£, n, (), est com- 
prise dans le plan fixe, et dans laquelle ıl faudrait substituer les valeurs 


de s2’ 57° tirces des &quations de la courbe. Nous employons ıcı la ca- 
Ü 


racteristigue voulant röserver celle pour indiquer les diffe: entiations 
par rapport 

En reunissant les cas divers qu’on vient d’analyser, et quelques 
autres qui se r&esolvent par les m&mes principes, on pourrait, sauf les 
difieultes inherentes a lintegration, suivre dans toutes ses circonstances 
je mouvement d’un corps de forme quelconque sur un plan fixe. est 
ainsi qu’un cÖöne pourrait se mouvoir snccessivement, en s’appuyant sur 
son sommet, puis en roulant sur 5a surface convexe, ensuite sur arte 
curviligne qui la termine, et enfin en glissant sur le plan de sa base. 
Dans le passage d’un de ces etats A lautre, il y aurait en general solu- 
tion de continuitl, percussion soufferte par le plan, deperdition de force 
vive; et les valeurs des elömens du mouvement, a la fin du premier 
ötat, serviraient a determiner les constantes arbitraıres, dans les formu- 
tes relatives a l’etat subsequent. 

7. Les constantes arbiiraires qui entrent dans les equations du 
monvement, apres les deux integrations, sont de deux sortes: les unes 
döpendent de la position initiale du corps, et Fon peut toujours placer 
lorigine et les axes des &, Y, Z, de maniere ä les rendre nulles. Les 
autres dependent des valeurs initiales des six quanlütes 


ca 0B 6% 
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qui peuvent &tre donndes immediatement; et alors leur substitution dans 
les integrales premieres, telles que celles des aires et des forces vives, 
fournira immediatement aussi les valeurs des constantes arbitraires: mais 
si Yon assigne seulement, en grandeurs et directions, les forces instanta- 
ndes qui sollicitent le corps a l'origine et le tirent de l’Etat de repos, il 
faudra d’abord en deduire les valeurs initiales des quantites (7.). 

Considerons un corps qui repose sur le plan fixe par un point 
(£, n, ©), est qui est tir& de l’etat de repos par application d’un systeme 
des forces instantandes, dont la resultante a pour projection suivant les 
axes des x, Y, 2, les forces X, F, Z. Designons par L‘, M’, IV’les mo- 
mens du syst£me estimes relativement aux axes des x’, y’, z’, et par P 
la percussion que le plan &prouve au point (£, n, £). D’apres une appli- 
cation facile du principe de d’Alembert, on aura, pour determiner 
les valeurs initiales des quantites (/.), les six &quations suivantes: 


\ 
ME=X, 


Cr = N’+Pleb—na). 


ll y faut joindre, en vertu des &quations (”.) et (c.), cette equation auxi- 
liaire, que nous mettons & dessein sous trois formes diff@rentes: 


+ Eirb—ge) + ntpe—ra) + 


Sous cette derniere forme, elle exprime plus explicitement que 
la vitesse du point (£&, n, ©), estimde perpendiculairement au plan fixe 
(ce que nous sommes convenus d’appeler plus brievement la vitesse nor- 
male), est nulle; et d’apres la remarque du nume£ro 5., elle subsiste &gale- 
ment, soit qu’il y ait en ce poınt continuite ou discontinuite dans la surface. 

Il est essentiel d’observer que, si le corps est tir@ de l’ctat du re- 
pos par l’action de forces continues, les valeurs initiales de >, 7, r seront 
nulles; et alors les Equations («.), (b.), deviendront les m&mes que («‘.), 


(b‘.), sı ce n’est que P sera remplace par R, les quantites (2.) par 
0a 07° Or 
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et que les lettres X, F, Z, au Heu de designer des forces instantandes, 
designeront des forces continues. D’ailleurs l’&quation donnant par 
la dıfferentiation: | 


le second membre de s’evanouira ä cause d Oo=p=y9=tr, et 
alors elle deviendra la m&me que (m.), lorsqu’on fait dans celle-ci les 
substitutions qu’on vient de dire. D’oü il faut conclure, qu’en discutant 
Yhypothese ou le corps est tir& du repos par des forces instantandes, nous 
nous trouverons avoir traıte celle ou il sort du m&me &tat par l’action 
de forces continues. 
8. Faisons, pour simplifier: 
Eb—na =y 
lelıimination entre («’.), ‘et pi (m.), donne: 


expression dont le dänominateur est positif. Si P est ne- 
gatif, ce sera la preuve que le plan n’&prouve aucune percussion au point 
(E, rn, Ö), et que ce point, considere comme appartenant au corps, doit 
se detacher du plan, ou que sa vitesse normale est positive. Alors pour 
determiner les elömens du mouvement, il faudra faire P=0 dans («‘.), 
(b‘.); et les valeurs de ces el&mens devrönt satisfaire linegalıte 


Er 
dont le premier membre exprime la vitesse normale du point (£, n, ). 
Or, au moyen de ce at a "> P=0, ce premier membre se reduit ä 


M’u N'v 
lıinegalite est done satisfaite par cela wi que dans le precedent calcul 


on a eu P<O. 
9. Sil y a deux points de contact entre le corps et le plan, les 
Equations («‘.), (b’.) deviennent, en accentuant les lettres relatives au se- 


cond point: — ZAP+P; 


Dan? 


4 
« 
I 


9. Cournot, sur le mouvement d’un corps rigide, soulenu par un plan fixe, 147 


Ap=L'+Pı+P'X, Be=M+Pu+Pu, 
et de a on a les deux &quations de condition: 
rv=0, try —=0. 
Faisant 


on trouve: 
U'’T—S'’U UT—SU' 
P= ss’— T: P= T? 
Le denominateur de P et P’ peut se mettre sous la forme: 

, (u— (Av—,'Yy)? , (ur—u'v)2 
et par est ‚ en sorte que les signes 
de P et P’ dependront uniquement de ceux de leurs num£rateurs. Si P, 


par exemple, est negatif, il faudra recommencer le calcul en supposant 


P nul, et alors on aura p’ =—- 7. De plus, linegalıte (n.) devra ätre 
satisfaite: mais son premier membre se reduit dans cecas aP -U»o, 
ou SU—U’T>o, en substituant la valeur precedente de P', et obser- 
vant que S’ est essentiellement positif. Cette inegalıte est done verifide, 
par cela m&öme que l’on a eu precedemment P<Z0. 

Si les deux valeurs de P et P’ &taient negatives, et que de plus 
T füt positif, Yinegalite (z.) et son analogue, relative ä „‘, €’), se re- 
duisant, lorsqu’on fait abstraction de la resistance des deux points, ä 
U>o, U'>0, seraient encore satisfaites d’elles- mömes, et le corps se 
detacherait entierement du plan. En effet, de S'U<o, UT—SU'<o, 


on tire, en divisant la premiere inegalite par 5’ et la seconde par 7), qui 
sont des nombres positifs: 


U< 


partant U’ 7°)>0, ou cause que SS’— T” est essentiel- 
lement positif. De la m&me maniere on trouverait > 0. 

Mais si 7’ est ndgatif, on pourrait seulement demontrer que l’une 
des quantites Ü/, U’ est positive; par cons@quent, de ce qu’on aurait trouve 
dans ce cas P et P<{0, il ne s’en suivrait pas que les deux points n'e- 
prouvent aucune percussion: il faudrait en outre que ZU et ZU’ fussent 
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simultandment positifs. On arriverait ä des resultats analogues en Sup- 
posant trois points de contact. | 
10. Dans le 'cas oir leur nombre se reduit toujours a deux, on 
trouve, en retranchant de la premiere &quation (77.), son analogue, rela= 
tive a ©): 
(0.) ge) + + = 0; 
Equation qui peut sinterpreter geometriquement. Pour cela, menons par 


Vaxe instantand de rotation un plan perpendiculaire au plan fixe des x, y, 


et soit 

+ my' nz’ = 0, 
Yequation de ce plan. En vertu de ce quiil comprend Taxe instantang, 
on aura /p+mg--rr=0; et au moyen de ce quil est perpendiculaire 


au plan 2, y, Za-mb-+nce=0. Son &quation deviendra donc 
+ (pe—ra)y'+ ge—pb)z' = 0; 


et sı on mene une perpendiculaire ä ce plan, elle fera, avec les axes 
des x’, y', z‘, des angles dont les cosinus seront respectivement propor- 


tionnels pe—ra, ga—pb. Dun autre cöte, Tintersection du 
plan (p.) avec celui des x, y, contient la projection de laxe instantane sur 


ce dernier plan, et cette projection est perpendiculaire & la droite mende 
dans le plan fixe perpendiculairement au plan (p».), laquelle, en vertu de 
(0.), est elle-m&me perpendiculaire a la droite qui joint les deux points 


de contact. Cette @quation (o.) exprime donc que la projection de l’axe 


instantand sur le plan fixe est parallöle a la droite joıgnant les deux points 
de contact. Dailleurs, si Yon porte sur Taxe ınstantane une longueur 
numeriquement egale a la vitesse angulaıre, la valeur de sa projection 
sur le plan fixe sera Y((rdö— ge)’ car on a 
pour sa projection, perpendiculairement au m&me plan, pa-tyb-+tre, et 
+(pe—ra’ +gae—pb’ 
Si le point (&, n‘, €‘) venait a se detacher du plan, on aurait: 
+ + (pe—ra) ga—pb)>0; 
et l’equation (o.) se trouverait remplacde par Yinegalıte 
laquelle exprime geometriguement que la perpendiculaire ä la projection 
de l’axe instantane sur le plan fixe forme un angle obtus avec la droite 


mende du point (&, n, au point 
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411. Si ces deux points sont les extrdmites d’une aröte, par la- 
quelle le corps s’appuie sur le plan fixe, il est ais& de deduire de ce qui 
precede les equations qui devront donner ies valeurs des quantites (Z.) 


et des integrales 
JPEOs, 


Pour que la percussion s’exerce le long de cette aröte, il faudra 
que la fonction inconnue puisse censee positive dans toute l’cten- 


due des integrations. Or l'on s’assure sı cette condition est ou non satig- 
faite, a l’aide des consıderations suivantes, 


Les coordonndes x, y de lardte, rapportees aux axes fixes dans 
Vespace, sont, au premier instant du mouvement, des fonctions lineaires 
et connues de ses coordonndes £, n, rapportdes aux axes principaux. 


On pourra donc exprimer [Pxds, [Pyds, en fonction de etc, 


Alors sı l’on fait 

/Pös » Yı> 
ıl faudra, pour que la fonction P puisse Ötre censde constamment posi- 
tive, 1° que /POs ait elle-möme une valeur positive; 2” que le point, 
dont les coordonndes en x, y, sont x,, Y,, tombe sur l’aröte rectiligne entre 
ses deux points extr&mes (£, n, (&, €). Telles sont en eflet les 
conditions demontredes en statique, pour qu’un corps qui s’appuie le long 
d’un plan fixe par une arte rectiligne ne soit pas souleye, et la demon- 


stration ne reposant que sur la necessite de regarder la fonction PP comme 
constamment positive, subsiste, quelle que soit la signilication atiribude aD, 

12. Lorsqu’il existe, ä llorıgine du mouvement, trois points de 
contact entre le corps et le plan fixe, on a troıis @quations semblables ä 
la premiere (72.), qui donnent, en les combinant deux ä deux par voie 
de soustraction, trois autres Equations semblables a (0.); et de celles-cı 


on deduit, pourvu que les trois points ne soient pas en ligne droite: 


rb—gc=0, pce—ra=0, ge—plb=0, 


equations dont la derniere est contenue dans les deux preceddentes, et quı 
expriment: 1° que la distance du centre de gravit& au plan fixe reste 
constante; ?° que l’axe instantane est perpendiculaire ä ce plan. Des- 
lors on voit que, sıl existait plus de trois points de contact, on n’aurait 
pas le nombre suflisant d’equations pour determiner individuellement les 
percussions souflertes par ces points, ni pour s’assurer directement que 
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leurs valeurs sont positives. Mais en suivant le raisonnement des nume&- 
ros precedens, ıl est clair qu’on pourrait toujours calculer les valeurs des 
termes sommatoires3.P, 3.PZ£, etc., par suite cellesde3.Px et2.Py; 
et qu’en faisant alors 32.Pr=x,2P, 2.Py=y,ZP, il faudrait, pour que 
le corps püt se mouvoir en glissant sur le plan fixe, et exergant ainsi 
une percussion sur tous les points de contact: 1° que ZP füt positif; 
2° que le point dont les coordonndes en x, y sont &,, Y,, tombät dans 
Yintörieur du polygone convexe, qui se forme en joignant deux ä deux 
les points de contact, de maniere a n’en laisser aucun & lexterieur du 
polygone. Si le corps s’appuyait sur une portion d’aire plane, on arri- 
verait aux mö&mes conclusions, en remplagant P par Pds, et Z par un 
double signe d’integration. 

13. Lorsque les conditions necessaires pour le glissement du corps 
sur le plan fixe ne sont pas satisfaites, il se prösente trois cas: ou le 
corps se souleve en s’appuyant sur l’un des sommets du polygone con- 
vexe, dont il vient d’ötre question, comme sur une pointe; ou il s’appuie 
en se soulevant, sur les deux extremites d’un des cötes du m&me poly- 
gone; ou enfin il se detache entierement du plan et ne lui fait &prou- 
ver aucune percussion. 

Dans la premiere hypothese, soit (£, n, d) ou F (Tab. II. iFig. 1.) 
le sommet qui eEprouve une percussion et (&, n’, €’), ou 
F', les deux sommets dont l’un suit, et l’autre precede imme&dia- 
tement sur le contour du polygone. Non seulement il faudra que la va- 
leur de P, calcul&e comme dans le nume&ro 9., soit positive; mais d’apres 
Yobservation qui termine le numero 10., les deux ıinegalites 
a—n")(pe—ra) + oO, 
devront £tre satisfaites; et le systeme de ces inegalites exprime que la 


perpendiculaire abaıissee de F sur la projection de l’axe instantane sur le 
plan fixe, doit tomber dans l’angle M‘FM‘, suppl&ement de F’FF’, et 


forme par les droites V’M‘, respectivement perpendiculaires ä 
FI’, FI“. Pour un autre point quelconque sıtu& sur le contour ou 
dans linterieur du polygone, on devrait avoir pareillement: 

et si Yon mene M‘' perpendiculaire a FF’, que Yon combine (g‘.) 
chäcune des ınegalıtes (g.), resultera de leur systeme que la per- 


(9.) 
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pendiculaire abaissee de F sur la projection de l’axe instantane, doit 
tomber dans linterieur de langle M'’FM’, ou de M’FN'". Or, le po- 
lygone etant convexe, et par suite FF’ tombant toujours dans langle 
F'FF”, il est clair que quand les inegalites (g.) sont satisfaites, (g‘.) lest a 
fortiori; quainsi ıl sufit d’avoir Egard aux inegalıtes (9.) et a celle P>o. 


QCuand la projection du centre de gravit@ sur le plan fixe tombe 
dans Yinterieur de l’angle F’FF“, on peut prendre cette projection pour 
le point et alors on a ""=—by, ("= —.cy: dail- 
leurs comme la fonction a(rdb—gc)+b(pe—ra)+c(ga—pb) est ıden- 
tiquement nulle, (y‘.) se reduit dans ce cas ä 

+ n(pe—ra) + &ga—pb)<o, 
ou, en vertu de l’equation (m.), & 

Dans la seconde hypothese sur le mouvement du corps, FF’ etant 
le cöte du polygone sur lequel il s’appuie en se soulevant, soit que la 
percussion ne s’exerce qu’aux deux points extrömes #, 2‘, ou quelle soit 
repartie sur toute Ja longueur de l’arete #7”, on aura a appliquer les for- 
mules des numeros 9., 10. et 11. En outre, dans l’un et l'autre cas, il 
faudra que l’inegalite (9°.) soit verifide pour un point quelcongue situd 
sur le contour ou dans lıinterieur du polygone. Or, si Yon abaisse de 
F une perpendiculaire sur la projection de l’axe instantand en x, y, ceite 
droite, d’apres ce qui a deja ete dit, sera en m&me-temps perpendicu- 
laire a FF: Tinegalite (9°) exprime quelle devra faire un angle obtus 
avec FL; et des-lors il est visible que cette condition etant satislaite 
pour le point Z", le sera pour tous ceux qui sont situes, par rapport ä 
FF‘, du m&me cöte que Elle sera done simultanäment satisfaite 
pour tous les points situes sur le contour ou dans lintörieur du polygone, 
puisque, par hypothese, ce polygone est convexe. Profitant de cette re- 
marque, on peut d’apres ce qui precede, simplifier l’expression de la con- 
dition (g‘.), et la reduire a (9.), dans le cas ou la projection du centre 
de gravit€ en x, y, tombe, par rapport du m&äme que les au- 
tres sommets du polygone. 

Enfin, dans la derniere hypothe&se ou le cerps ne fait Eeprouver au- 
cune percussion au point fixe, et se meut comme slil e&tait libre, la vi- 


tesse normale de chacun des points de contact doit Ötre positive; ce qui 


= 
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entraine de nouvelles conditions: U’>o, etc. ZU et ses 
analogues conservant la signification qui leur a 6t& attribude au numero 9. 
Lorsque le corps repose sur une portion de ligne ou d’aire plane, le nom- 
bre des points de contact &tant infini, la verification de Finggalite U 0 
ne peut se faire pour chacun d’eux; mais d’abord ıl est visible que, si 
elle est satisfaite pour tous les sommets du polygene convexe dont nous 
venons de parler, elle le sera pour tous les autres points. En outre, sı 
lon observe que Y=0 (en remplagant dans U les coordonndes determinedes 
& par les coordonnees courantes x’, y’, z’) est l’&quation d’un plan, et que 
Vinegalite subsiste pour tous les points de l’espace situds d’un m&me 
cöte de ce plan, on verra qu'il suffit de construire la droite resultante de 
Vintersection du plan fixe avec celun Y=0; que, si cette droite laisse 
d’un m@me cöt6 tous ces points de contact, et que de plus l’inegalite Y>o 
soit satisfaite pour un de ces points, elle le sera pour tous les autres. 

Chaque sommet du polygone pouvant £tre pris successivement 
pour le point F, et chacun de ses cöt&s pour l’aröte FF’, si n designe le 
nombre de ses sommets, on pourra faire 27 hypotheses differentes sur le 
mouvement du corps, sans compter celle ou ıl glisse sur le plan, et celle 
olı ıl s’en detache entierement. Parmi ces 2(2-+-1) hypothöses, a cha 
cune desquelles se rapporte un systeme different d’equations et d’inegalı- 
tes, il faudra, comme on !’a dit en commengant, qu'il y en ait toujours 
une et une seule pour laquelle le systeme correspondant d'inegalıtes soit 
completement verifie. 

14. Si au polygone dont il vient d’&tre question l’on substitue une 
courbe convexe et continue, comme dans le cas d’un cylindre assis sur 
sa base, et que d’ailleurs on ait verifi& que le corps ne pouvait pas glisser 
sur cette base, il semble d’apres ce qui precede, qu’on devrait essayer 
autant d’hypotheses qu'il y a de points sur la courbe, c’est-A-dire une in- 
finite; ce qui repugne. D’un autre cöte, sı l’on se reporte au numero 6,, 
on verra que l’äquation (#.), qui doit servir a determiner le point n, €) 
sur lequel le corps sappuie en roulant sur une arte curviligne, se trouve 
identiquement satisfaite a l’orıgine du mouvement; puisque, par hypo- 
ihese, la courbe qui forme arete est alors entierement comprise dans le 
plan fixe. 

Il est ndcanmoins facile de Jever ceite indetermination apparente: 
et daberd sı lon passe, selon le principe des limites, du polygone ä la 


| 
= 
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courbe continue, il’ resultera des N’. 10. et 13., que la tangente a la courbe, 
au point (£, 7, £), sur lequel le corps sappuie en se soulevant, doit &tre 
parallele a la projection de l’axe instantane en x, y, dioüu tire: 

0; 
et cette &quation qui remplacera (k.), servira, conjointement avec celles 
de la courbe, a determiner completement Mais sans reoourir 
cette consideration indirecte, on peut deriver immediatement (k‘.) de (4.). 
En effet, puisque cette derniere @quation doit £tre satisfaite pendant toute 
la durde du mouvement, elle donnera: 

+ = — (add E + call). 

Or, par hypothese, (k.) est satisfaite identiquement, c’est-a-dire, indepen- 
damment de &, n, C; le second membre de l’equation pr&cedente sera donc 
identiquement nul, ce qui la reduit & (A), au moyen des relations (c.). 


Le point (£, 9, C) etant cornu, il faudra que la valeur de P, cal- 
cul&e par les formules du N’, 8., soit posilive; et que pour un autre point 
quelconque situ& sur le contour ou dans linterieur de la 
base, on vcrifie Tinegalite (9°), qui se reduit a (y”.), quand la projection 
du centre de gravitö en x, y tombe dans Vinterieur de la base. Si ces 
conditions n’etaient pas satisfaites, ce serait une preuve que le corps se 
detache entierement du plan fixe: alors ıl faudrait, qu’en &liminant entre 
les equations de la courbe et celles de l’intersection du plan fixe avec 
celun U =0, les racines de l’öquation finale fussent imaginaires, et que 


_ pour un point arbitrairement choisi sur ceite courbe, ou dans Yaire quelle 


enveloppe, on eüt U>0, 


Quand Tequation (k’.), jointe A celle de la courbe, donne une &qua- 
tion finale & plusieurs racines reelles, il ne doit y avoir, comme nous le 
verifierons, qu’un systeme de valeurs (£, n, ©), qui satisfasse aux condi- 
tions d’inegalite. Enfin, si la base &tait terminde par plusieurs portions 
de courbes, il faudrait essayer des calculs analogues relativement ä cha- 
que portion de courbe, et ensuite relativement ä chacun de leurs points 
de jonction, le corps pouvant s’appuyer sur lun d’eux, comme sur une 
pointe, avec la condition que la perpendiculaire abaissee de ce point sur 
la projection de l’axe instantand, tombe dans langle supplementaire de 
celui que forment les tangentes mendes par ce point aux deux portions 
de courbes contigues. 
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15. On peut faire, des formules qui precedent, une application 
curieuse, qui s’etend ä une classe nombreuse de solides. Supposons que 
le corps, a lorigine du mouvement, tende ä glisser sur une face perpen- 
diculaire ä laxe principal des z‘, et que la resultante des forces qui le 
sollicitent passe par le centre de gravite.e On auva 0=L’=M'=N,; 
et en prenant les axes de x, y, respectivement paralleles A ceux des x’, 
y’ (ce qui, dans ce cas, ne diminue en rien la generalit& des formules), 
il viendra: =0,5=0, c=1, d’oü (N°. 12.): 

07 


et par suite: 

JPoxöy=—Z, [[Pxdxöy=o, [[Pydxdy=0; 
Vorigine des x, y &tant d’ailleurs suppos&e la m&me que celle des x, y’. 
Or, pour que la fonction P puisse &tre censde constamment positive, et 
consequemment pour que le glissement du corps sur sa base puisse avoir 
lieu, il sufira (N’. 12.) que Z soit negative, et que le point dont les coor- 
donnees en x, y sont nulles, c’est-aA-dire la projection du centre de gra- 
vite sur le plan de la base, tombe dans linterieur de cette base. 


Cette derniere condition est evidemment satisfaite, dans le cas de 
l’homogeneite, a l’egard des prismes, cylindres et cönes droits, des pyra- 
mides regulieres, et d’un grand nombre d’autres solides, qui ont d’ailleurs 
une de leurs faces ou bases perpendiculaires ä l’un de leurs axes princi- 
paux. Sı donc un semblable corps repose par sa base sur un plan fixe, 
et qu’on lui communique une impulsion passant par le centre de gra- 
vite, ıl glissera sur sa base, ou se detachera entierement du plan, selon 
que Z sera negative ou positive, mais dans aucun cas, il ne pourra pi- 
voter sur lun des angles, ou l’une des arttes de sa base. La conclusion 
sera la möme, en vertu de l’observation qui termine le numero 7., sı le 
corps est tir& du repos par l’action de la pesanteur; quelle que soit d’ail- 
leurs Tinclinaison du plan fixe ä l’horizon: car la pesanteur est une force 
qui passe toujours par le centre de gravite. Enfin cette conclusion sub- 
siste non seulement pour le premier instant du mouvement, mais pour 
tous ceux qui suivront: car on sait (N°. 4.) que les valeurs de //Rxdxdy, 
J/Ryexdy etant nulles au premier instant, demeureront constamment 
nulles; et la condition de R positive dans toute Fetendue des integrations, 
etant satisfaite a lorigine du mouvement, le sera pour toute sa duree. 
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16. Afin d’appliquer nos formules A un exemple, considerons un 
parallelipipede rectangle et homogene, pose sur le plan x, y par une de 
ses faces. Prenons les axes des x, respectivement parallöles aux cötds 
de la base, et faisons M=AK=BK' Soient 2/, 2g, 2h les longueurs 
des arttes, paralleles aux axes des x, y, z; il s’agit d’examiner succes- 
sivement les quatre hypotheses suivantes. 

1°. Zie parall&lipipede peut glisser sur le plan fixe, auquel cas: 

[[Pydpxöy=M'; 
d’ou r&sultent (N°. 12.) les conditions 

en se rappelant toujours que les signes < et > n’excluent pas le cas 
d’egalite. Jues quatre dernieres inegalit&s ne peuvent satisfaites par 
Z=0, & moins qu’on n’ait en m&me temps 0—=L’=M', ce qui rentre 
dans le cas du numero precedent. Ainsi Von doit supposer que la re- 
sultante perce le plan x, y en un point (x, y’‘), auquel cas on sait que 
M' se reluisent a —Zx”. Ces inegalites expriment done 
metriquement que le point tombe Jans linterieur de la base du 
parallelipipede. 

2°. Si le corps tourne, en s’appuyant sur un des angles de sa 
base (£, „), on aura (N®. 7. et 8.): 

Les indgalites (g9.) du numero 13. se reduiront a pn <0, & 
cause quWon y doit faire !=&, "=—n; Dailleurs 
on doit avoir P>0; au moyen de quoı les inegalıtes relatives ä cette 
hypothese sont les trois suivantes: 
Z + <o, 
5) Zu 
dans lesquelles il faudra combiner les valeurs + f pour &, avec celles + g 
pour 7, ce qui donnera quatre systemes d’inegalites, relatifs A chacun des 
angles de la base. 

3°. Sı le corps sappuie sur l’une des deux arötes paralleles aux 

x, Vequation (o.) du N°. 10. se reduisant & 9=0, on aura: 


[Pzöx=M', Ap—=L'+n/Pdr. 
20° 
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L’inegalite (9.) du numero 13. se reduira & pn <(0, et de plus 
en vertu des conditions signaldes dans le numero 11., on obtiendra ce 
systeme d’inegalıtes: | 


dans lesquelles il faudra faire „= +g, relativement & chacune des deux 
arötes parallöles aux x. L’analogie indique sufisamment quelles seraient 
les formules qui se rapportent aux arötes paralleles aux y. 

4°. Enfin, sı le parallelipipede vient a se detacher entierement 


du plan, Vinegalite 


(w) Z+ Kul'—K'EM'>o, 

devra £&tre satisfaite (N°. 13.) relativement a chacun des quatre angles de 
la base: c’est-a-dıre quil faudra combiner dans la formule precedente, 
les valeurs + f pour &£, avec celles -g pour rn; ce qui donnera quatre 
inegalites differentes, lesquelles devront dans ce cas £tre verifices simul- 
tanement. C’est ce qui ne pourra avoir lieu lorsque Z est nulle, a moins 
qu’on n’ait en meme temps 0=L’=M'‘. En outre, on deduit de ces 
quatre inegalites, combinees selon les regles d’elimination qui leur sont 
propres: 

Z>o, Z+KgL>o, Z—KgL'>0, Z—K/M'>o, 
ce qui demontre ä posteriori lincompatibilite du systeme des indgalites 
(u.); (w‘.) avec chacun des systemes (r.), (s.), (£.). 

ll ne semble pas aussi facile de d&montrer algebriquement Vin- 
compatibilite de chacun de ces derniers systemes avec tous les autres, 
et en tous cas cela entrainerait bien des longueurs; mais on peut aise- 
ment verifier cette incompatibilit@ sur autant d’exemples numeriques que 
lon voudra. Sı Ion fait entre autres: 

g =2, da =}, 
et qu’on suppose de plus 
31 32.31? 8.31 


Le seul syst&me (s.) sera verifi& completement pour les valeurs &=1, 


n=2%. 
Il est a propos d’observer que cette analyse ne dependant que de 
la forme du contour de la base, et de la direction des axes principaux, 
sappligque de mäme ä la pyramide regulitre & base rectangulaire, et & 


une infinite d’autres solides. 
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17. Occupons-nous maintenant du mouvement d’un cylindre droit, 
a base circulaire, qui repose par cette base sur le plan fixe, et appelons 
e le rayon de la base, en observant que les momens dinertie 4, B, ou 
les nombres X, X‘ deviennent &gaux entre eux. Si le cylindre glisse sur 
le plan, on obtiendra, par des considerations semblables a celles du nu- 
mero precedent, les conditions: 

w) Z<o, 
d’ou Yon conchurait de m&me: 1”. que Z ne peut £tre nulle, a moins que 
L‘ et M’ ne le soient aussi; 2°. que la r&sultante doit percer le plan fixe 
dans linterieur de la base. 

Quand le cylindre se souleve, en s’appuyant sur un point (£, n) de 
l’ar&te circulaire qui termine sa base, on a d’abord: 

1 17,7% 
Les coordonnees &, n sont determindes par l’&quation de l’aröte 
w) 
et par l’equation (k‘) du numero 14., qui se reduit alors a =, 
ou, quand on F substitue les valeurs prec&dentes de p, 9, a 
EL’ +ıM = 0. 

Liinegalite P> 0 doit &tre satisfaite, de m&me que celle (y”.) du 
numero 13., laquelle se reduit & 9&—pn>0. Faisant les substitutions 
convenables, ıl en re&sulte: 

Z+ @Z—nL’+EM'>o. 
L’elimination de Z, entre ces deux inegalites, donne 
—EM'<o; 

et comme on tire des &quations (z.) et (k“.): 

M' L' 

+ = + IR 

on voit que (y.) ne peut ätre verifidee, A moins qu'on ne choisisse les 
signes superieurs dans les valeurs pr&cedentes de &, 4. Ainsi, parmi les 
deux points que determine le syst&me des &quations (w.) et (k”.), il ne 
saurait y en avoir qu’un seul qui satisfasse aux conditions du probleme. 


Si Z n’est pas nulle, on peut mettre (k‘.) sous la forme Ey’ —nx'=0, 


(&”, y“) etant toujours le point oü la resultante perce le plan fixe. Il 


| 
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en r&sulte que le point (&, n) est lintersection de la circonference (w) 
avec le diametre men€ par le point oü la r&sultante p£n£tre le plan fixe. 
Lie plan men€ par ce diam£tre et par l’axe du cylindre comprendra la 
resultante, dans le cas particulier oü elle coupe l’axe. Linegalite (y.) 
devenant se resout en Ex’ ou >0, selon 
que Z est positive ou negative: en cons@quence, dans le premier cas, 
le centre de la circonference tombera entre les deux points (&, ), (x, y“); 
et dans le second, ces deux points seront situ6s du m&me cotg, par rap- 
port au centre. 

Sı Z est nulle, (k’.) se reduit "X—£EY=0, equation d’une 
droite menee par le centre, parallelement ä la resultante. On a pour (y.): 
etant la distance du centre de gravitd au plan 
qui comprend la resultante, et qui est parallele a celui des x, y. Selon 
que est positive ou negative, linegalit€ pr&cedente devient „/+HEX> 
ou <0, c’est-ä-dire que, dans le premier cas, le rayon men& du centre 
au point (£, n) sera dirige dans le möme sens que la r&sultante; et dans 
le second, il sera dırıge en sens contraire. 

Par la substitution des valeurs de &, n, les inegalıtes (x.) deviennent: 

(&) Z eZ+yib® +M°)> 0. 

D’un autre cote, en ayant €egard a la premiere condition (v.), la 


seconde peut s’ecrire: 

e2 <—y(L”+M?®); 
ce qui verifie a posteriori, et d’une maniere gencrale, que le systeme (v.) 
et le systeme (x.) ou (x’.) sont incompatibles, 

ll reste encore ä considerer P’hypothese ou le cylindre se detache 
entierement du plan. II faut alors (N?. 14.), 1° que les racines de l’equa- 
tion finale, resultant de l’elimination entre l’equation (w.) et celle UY=o, 
ou Z+ Ka M'—EM')= 0, soient imaginaires; 2° que pour un point 
pris arbitrairement sur la circonference (w.) ou dans son interieur, on 
at ZH Effectuant les calculs relatifs a la premiere 
condition, et prenant ensuite pour le point arbitraire le centre m&me du 


cercle, ıl vient: 
Z>o. 
Cette derniere condition exclut l’existence simultande des systemes (v.) 
et (z.): en y ayant Egard, l’autre peut s’ecrire: 
ZD>Koy(L” 


& 
% 
= 


9, Cournot, sur le mouvement d’un corps rigide, soulenu par un plan fixe. 15% 


ce qui demontre encore lincompatibilite du systeme (2.) avec celui (x’.) 
ou (x.). 

Ajoutons ä cela que la m&me analyse s’applique non seulement au 
cylindre, mais au cöne droit, et generalement a tout corps de revolution 
homogene, reposant sur une base perpendiculaire a l’axe de revolution. 


18. Ainsi qu’on la observ&E en commengant, il peut se faire que 
les points du corps qui exercent une percussion sur le plan, et dont la 
vitesse normale est nulle au premier instant du mouvement, s’en de- 
tachent avec une vitesse normale infiniment petite dans l’instant qui suit 
ımmediatement, ce qui dependra de lintensite et de la direction des for- 
ces continues qui sollicitent le corps, comme aussi des vitesses acquises 
par Tımpulsion ınitiale. Afın d’eclaircir cette observation par un exemple 
bien simple, on peut se represeuter un corps pesant venant frapper de 
bas en haut un plan fixe horizontal. Il est clair que certains points du 
corps exerceront une percussion sur le plan, et que leur vitesse verti- 
cale deviendra nulle a linstant du choc; ce qui ne les emp£chera pas 
de se detacher du plan immediatement apres, par l’action de la pesan- 
teur, avec une vitesse verticale infiniment petite. 

Pour indiquer quelle serait, en pareil cas, la marche du calcul, 
supposons toujours que la pesanteur soit la force continue qui sollicite 
le corps, et ne considerons d’abord qu’un seul point de contact. Lies 
equations (a.) et du N°. 1. s’appliqueront cette hypothese; et quand 
on y aura substitu& les valeurs de >, 9, r, relatives au premier instant 
du mouvement, et determinedes conformement ä ce qu’on a vu dans les 
numeros precedens, de meme que celles de «, 5, c, qui sont connues, 
elles donneront, par de simples calculs algebriques, les valeurs de 


R, 01? 012? 012 dt’ 


relatives au premier element du temps. II faut y joindre l’Equation (m‘.) 
du N°.7., dont nous representerons le second membre par —/, en ob- 
servant que, d’apres les relations (c.), on a: 
= (ga —pb)+(r (rd—ge) 

Selon que la valeur de A, deduite de ces sept equations, sera po- 
sitive ou negative, le point (£, n, £) exercera ou non une pression sur 
le plan, et sa vitesse normale sera nulle, ou positive et infiniment pe- 
tite, apres l’element dt. 


| 
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Admettons que l’on ait, comme dans les N”. 15. et suivans, @=0, 

—=0, c=1, et, de plus, que la force instantande qui sollicite le corps 

a lorgine passe par l’axe des z’, ce qui entraine /Y’=0; d’ou, en vertu 
de la troisieme &quation (b’.), r==0. LD’equation se reduira a: 


+ — — +9) 
WE: 

Remarquons maintenant qu’en vertu de nos hypotheses le corps 
est sıtud, par rapport au plan x, y, du cöte des zZ positives, et que les z’ 
sont compteces parallelement aux Z et dans le m&me sens, en sorte qu’on 
az oud=z—y, Yy etant positive. Relativement au point (£, 9, ©), qui 
repose sur le plan x, y, on a done C&=—y, et le terme C(p’+7?) est 
essentiellement negatıf. Ainsi, R est negatif toutes les fois que ce terme 
est numeriquement superieur A & cose, et, a plus forte raison, quand 
est nul, ou quand on fait abstraction de la pesanteur. Dans ce dernier 
cas, le corps se detache du plan, ä la fin de l’el&ment dt, en vertu de 
la seule force d’ımpulsion, et avec une vitesse normale infiniment petite, 
egale a — dr. 

Si un second point (£&, 7‘, €‘) avait exerc& une percussion contre 
le plan, on aurait une nouvelle equation de m&me forme que (m‘.); et, 
en la retranchant de (m‘.), ıl viendrait une autre &quation de mäme 
torme que celle (o.) du N’. 10., par rapport aux inconnues du probl&me, 
sauf laddition d’un terme constant /—7” dans son premier membre; 
ce qui modifierait les resultats que nous avons obtenus dans ce numecro. 
Mais on aurait toujours le nombre d’equations sufisant pour determiner 
ındividuellement R et R‘, et pour reconnaitre, au signe de ces quantites, 
ies points qui se detachent du plan, a la fin de dö2£. 7 est nul quand la 
direction de laxe instantande passe par le point (£, 9, ©); car alors 

=0, 
Il est encore nul, quel que soit le point (£, 9, &), lorsque Yaxe instan- 
tand est perpendiculaire au plan fixe, puisqu’alors 

ga—ob=0, pe —ra=0, rb—yce=O. 
Si done il y a eu, ä l’origine, plus de deux points non en ligne droite 
exergant une percussion sur le plan, comme les termes 7 s’evanouis- 


ce qui donne 
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sent, on aura entre les inconnues (/’.) des relations de mäme forme que 
celles des N“. 12. et suivans, par rapport aux inconnues (/.); ainsı, ıl suf- 
fira d’appliquer la m&me analyse pour en deduire les mömes consdquences. 
Au reste, les remarques de ce num£ro s’etendent telle epoque 
du mouvement que l’on voudra considerer, pourvu qu’en cet instant les 
valeurs des six quantitds p, 9, a, c, soient donnees par l'integration 


ou autrement, 
Addition au numero 15. 


Comme le resultat auquel on parvient dans ce numero, et sur le- 
quel nous avons appele lattention en commencant, semblerait peut-tre 
paradoxal, il ne sera pas hors de propos de le d@montrer encore par une 
autre voie, et de le generaliser ainsi qu’il suit: 

1°. Si le corps pouvait se soulever, en s’appuyant sur un point 


du contour de sa base, les @quations (b’.) et (m.) donneraient, a cause 
do=L'=M'—= MN’, quelle que soit d’ailleurs la direction des axes 


principaux: 


P devrait &tre positif; donc En serait nögahif, ce qui est en contradic- 


tion avec linegalite (9”.) du nume&ro 13., quı subsiste sous la seule con- 
dition que la perpendiculaire abaissee du centre de gravit@ sur le plan 
fixe tombe dans l’interieur de la base. 

2°, Le corps ne peut pas davantage se soulever en s’appuyant 
sur une arte rectiligne; car on aurait dans ce cas, en supposant @=0, 
b=0,c=1: 


= Z+/Pös, Ap=/Pnös, Bo= —/[P£ös. 
Prenons pour &quation de l’artte: 
n=me+tn, dou /[Pnös = 
l’equation (0.) donnera: 


| — =(0, u 
et l’equation (m.): 


== gE—pn = —nD». 
De la on tire, toutes reductions faites: 
Ps — Z(A+ DB) 
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Puisque doit toujours positive, il resulte de la premiere 
de ces deux &quations que Z est negative; et par suite, en vertu de la | 


seconde, = serait negative, ce qui est encore en contradiction avec V'in- ! 


egalıte (9°.). Quoique cette dernitre partie de la demonstration s’appuie 
sur la condition que l’axe des zZ’ soit perpendiculaire au plan x, y, on 
congoit aisöement qu’on pourrait, sauf la complication des calculs, luı 
donner la m&me generalite qu’a la premiere partie de cette demonstra- 
tion: et il en resulte que le theoreme du numero 15. subsiste, quelle 
que soit la direction des axes principaux, sous la seule condition que la r { 
resultante passe par le centre de gravite, et que la perpendiculaire abais- | 5 
see du centre de gravite sur le plan fixe, tombe dans /interieur de la 13 
base. Ainsi ce que nous avons dit des prismes, cylindres et cönes droits, 
s’appliquera &galement aux prismes, cylindres et cönes obliques, pourvu 
que lVobliquit ne depasse pas certaines limites. Ces corps pourront £tre 
supposes imparfaitement r&guliers et homogenes, et le frottement exerc& 
sur le plan, ou la resistance de l’air, seront les seules causes qui les fe- 


ront chaviırer. 
Nous observerons encore que les forces instantandes, qui ont dte 


designdes dans tout ce qui precede par les lettres X, F, Z, sont censdes 
donndes en nombres; mais sı l’on connaissaıt seulement la masse et la 
vitesse d’un autre corps qui vient frapper celui en repos sur le plan fixe, 
on deduirait sans peine de la theorie ordinaire des chocs les valeurs nu- 
meriques des projections et des momens de la force instantande, deve- 
loppee par ce choc. Enfin si le corps dont nous avons designe la masse 
par M, au lieu d’etre en repos sur le plan, et d’&tre tirC de cet Etat par 
action d’une force instantande, venait Jui-m&me choquer le plan fixe, 
nos formules seraient les m&mes, en remplagant Ä, F, Z, L‘, M', N‘, 
par les valeurs qu’avaient les quantites 


Ap, By, Cr. 


immediatement avant le choc. 
(La suite dans le cahier prochain.) 
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Bemerkungen zu den Aufgaben und Liehrsätzen 
S.96. 97.98 im ersten Heft zweiten Bandes 


dieses Journals *). 


(Vom Herrn ©. G. D. Aubert zu Christiania in Norwegen. ) 
1. Aut gabe. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, da/s wenn U, X, Y, Z ihre übrigen Durchschnitte mit den Krei- 
sen sind, die Abschnitte UX, XY der Geraden ein gegebenes Verhält- 


nifs zu einander haben. 
2. Aufgabe. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander 


in einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, da/s wenn U, X, Y, Z die Puncte sind, in welchen sie den Ku- 
gelflächen au/serdem begegnet, ihre Abschnitte UX, XY, YZ gegebene 


Verhältnisse zu einander haben. 

Jede Gerade, die durch einen der Durchschnittspuncte € (Taf. II. 
Fig. 1.) der Kreise 4 und B gezogen wird, bildet mit den Linien, die 
ihre Endpuncte mit dem anderen Durchschnittspuncte D) verbinden, ein 
Dreieck, welches dem Dreiecke 4bD ähnlich ist, weil es mit ihm 
gleiche Winkel hat. Wenn man also #D und BD bis E und F verlän- 
gert, und die Gerade EF zieht, so wird dieselbe mit 4D parallel sein, 
und durch den Punct C gehen, auch wird EF, weil EF:GH = DE:DG 
ist, die gröfste unter allen Linien durch € sein, indem DE die gröfste 
unter allen Sehnen durch D ım Kreise A ıst. Ferner ist ZF=2AB, 
und GH=EF.D = EF.cosC. Hierdurch wird es leicht sein, die obige 
Aufgabe zu lösen. 

Es sollen nemlich auf der gesuchten Geraden, bei den Kreisen 
die zwei Abstände in einem gegebenen Verhältnils 2:2, und bei den 
Kugeln die drei Abstände in dem Verhältnisse m:n:p sein. Stellt man 


*) Dieser Aufsatz eines Freundes des leider viel zu früh dahin geschiedenen, so ausgezeichne- 
ten Mathematikers, Herrn Abel, wurde dem Herausgeber noch von diesem, nicht lange vor sei- 
nem Tode, mit seinem und des Herrn Verfassers Auftrage, den Aufsatz in das Journal einzurücken, 
mitgetheilt. Anm. d. Herausg. 
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sich die mit den Central- Linien durch den gemeinschaftlichen Schnitt- 
punct parallel gezogenen Geraden vor, und bezeichnet sie bei den Krei- 
sen durch € und €‘, bei denKugeln durch €, C‘, C, so werden die Co- 


sinus der Winkel, die die gesuchte Gerade mit den bekannten € etc. 


bildet, in dem gegebenen Verhältnifs wie 2’ bei den Kreisen, und 


wie Tip: 
C etc. von dem Puncte U Stücke ın diesem Verhältnifs absetzt, und durch 
die Endpuncte und Ü einen Kreis oder eine Kugel construirt, so wird 
in beiden Fällen der durch € gezogene Durchmesser die gesuchte Gerade 
sein. Auch kann man leicht beweisen, dafs die Linien, die den End- 
punct der gesuchten Geraden in einem der Kreise oder Kugeln, im er- 
sten Falle mit den nicht gemeinschaftlichen Durchschnittspuncten des 
gedachten Kreises mit den zweı übrigen, im zweiten Falle mit den dem 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Kugeln auf den Durchschnitts- 
kreisen der gedachten Kugel mit den drei anderen Kugeln diametral 


entgegengesetzten Puncten verbinden, sich wie die Cosinus der oben er- 


bei den Kugeln stehen. Wenn man also auf den Linien 


wähnten Winkel verhalten, also wıe TG etc. Der Ort der Puncte in 
einer Ebene, deren Abstände von zwei Puncten ein gegebenes Verhält- 
nifs haben, ist bekanntlich ein Kreis, dessen Mittelpunct auf der Linie 
liegt, die die zwei constanten Puncie verbindet, im Raume also eine Ku- 
gel. Sollen also die Puncte von drei Puncten Abstände haben, die in 
gegebenem Verhältnifs stehen, so müssen sie auf zwei Kugeln liegen: 
ihr Ort wird also ein Kreis sein. Diese Ortskreise kann man leicht 
construiren, und also auch die gesuchte Gerade finden. 

Von Kreisen, die einander in einem Puncte schneiden, will ich, 
des Folgenden wegen, noch einige Bemerkungen hinzufügen. 

Die Kreise «a, b, e, d, e etc. (Fig. 2.) schneiden einander in dem 
Puncte #. Aus einem beliebigen Puncte A ım Kreise @ ziehe man 
durch den (nicht gemeinschaftlichen) Durchschnittspunct der Kreise oe 
und d, eine Gerade bis D, aus diesem Punct durch den Durchschnitts- 
punct Z/ der Kreise 5 und ce, eine Gerade bis C, u.s. w., bis man zum 
Kreise @ zurückkommt, so wird sich die letzte Gerade E4 in A an- 
schliefsen. Denn in den Vierecken wie FBHG sind die entgegengesetz- 
ten Winkel#+-B=2R. DieZahl der Kreise sei 2, so wird die Summe 
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aller Winkel in den verschiedenen Vierecken =nr.2R sein. Zieht man 
hiervon die Winkel um #, =4R ab, so wird 
sein, unter der Voraussetzung, dafs das Vieleck in 4 geschlossen sei. 
Wenn dieses nicht der Fall wäre, so würde die Gerade E4 die PB in 
einem anderen Puncte schneiden, also ihr Winkel gröfser oder kleiner 
sein, mithin die Summe der Winkel gröfser oder kleiner als n.2 2 — 42; 
aber sie soll eben so grofs sein, weder grölser noch kleiner. Das Viel- 
eck mufs sich also, wie behauptet, schlielsen. Die verschiedenen Viel- 
ecke die man durch Versetzung des Anfangspunctes 4 erhält, werden, 
wie man leicht sieht, unter sich und dem Centralvieleck aöcde ähn- 
lich sein, denn die einzelnen Dreiecke, wie DZ, sind ähnlich. Das 
grölste unter allen diesen Vielecken wird nach dem Vorhergelienden das- 
jenige sein, dessen Seiten mit den Centrällinien @b, be etc. parallel sind, 
und welches =4obcede=M ıst. Jedes andere Vieleck wie ABUDE, 
verhält sich zu Z wie 45°:4'B”. Also ist 
ABCDE = M.cosv’ = M.swm’/GA. 

6. Aufgabe. Fället man aus irgend einem Peripheriepunct P 
des um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreises Lothe auf die Sei- 
ten des Dreiecks, so liegen bekanntlich die Fu/spuncte dieser drei Lothe 
allernal in irgend einer Geraden G. Man soll nun denjenigen Punct P 
Jinden, für welchen die ihm zugehörige Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

Aus einem beliebigen Puncte D (Fig. 3.) des um das Dreieck {DU 
beschriebenen Kreises sind Linien unter gleichen Winkeln an einerlei 
Seite nach den Seiten gezogen, und schneiden sie in den Puncten |, ® 
und @. Der Winkel X ist dem Winkel ® gleich, also der Bogen #23’ dem 
Bogen 4’B oder #B = 4'b’, mithin sind die Sehnen AB und £'B’ gleich, 
und 44° ıst mit BD’ und aus demselben Grunde mit CC‘ parallel (die 
Dreiecke BC und 4’D’C’ sind gleich). Nun sind in dem nach den Ecken :- 
centrischen Viereck ABCD die Winkel DAB und DCB gleich; aber 
DEB = DA’A, also DAB = DA’A, und AB parallel mit Aus dem- 
selben Grunde müssen auch die Linien AC und BE mit 44, BB’ und 
CC’ parallel sein; folglich können sie nur eine Gerade bilden, d. h. die 
Puncte 4, ®, © liegen auf einer Geraden, parallel mit £4’ etc. Ver- 
langt man nun, dafs dıese Gerade mit einer gegebenen Geraden par- 
allel sein soll, so braucht man nur eine Linie von der gegebenen Lage 


| 
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aus einer der Ecken des Dreiecks, zum Beispiel aus 4 nach 4° zu zie- 
hen: eine Linie aus diesem Puncte nach der 4 entgegengesetzten Seite 
unter dem gegebenen Winkel gezogen, bestimmt den gesuchten Punct D. 

Wir haben im Vorbeigehen bewiesen, dafs die Puncte X, B, € 
auf einer Geraden liegen. Directer und einfacher kann man dieses dar- 
thun, wenn man, wie oben, bemerkt, dafs DAB = DU4 = DDBA (und 
da auch das Viereck A5ED centrisch nach den Ecken ist) = DAC. 

YD und AG bilden also den nemlichen Winkel mit der nemlichen 
Linie CD, machen also nur eine Gerade aus. Was nur von rechten 
Winkeln bewiesen war, ist auf diese Weise ohne Schwierigkeit auf be- 
liebige gleiche Winkel erweitert worden. Auf dieselbe Art läfst sich 
der schöne polygonometrische Satz des Herrn Steiner (I. Band 1. Heft 
dieses Journals), der auch nur von rechten Winkeln behauptet war, auf 
beliebige gleiche Winkel erweitern. B und € (Fig. 4.) sind rechte Win- 
kel, also läfst sich um das Viereck ZBCD ein Kreis beschreiben, dessen 


Mittelpunct E in 4D liegt. Nun ist, wie leicht zu sehen, BED— ABC 


—2PBCE, also BE.CE.sinBEC= welches die Gleichung 


ist, von der Herr Steiner seinen Satz herleitet. Für den Fall wo B 
und € beliebige gleiche Winkel sind (nach derselben Seite), geht die- 
selbe über in: 
sin C?sin2D.(BCD— ABC) — sin D’ sin? C(ABD— ACD) 
— sın D’’AD’, (sinC®— sin 

woraus, so weit ich sehe, nichts für unsern Satz folgt. Aus den obigen 
Bemerkungen aber, von Kreisen die sich in einem Puncte schneiden, 
wird die Sache leicht klar. Es lassen sich nemlich, wenn nur die Win- 
kel gleich sind, um die Vierecke {BCD etc. (Fig. 3.) Kreise beschrei- 
ben, die alle den Punct D gemein haben, und sich übrigens in B, C etc. 
schneiden. Durch diese Puncte läfst sich, wıe oben bemerkt, den Krei- 
sen ein Vieleck einschreiben, dessen Seiten respective auf DB, DC senk- 
vecht stehen. Der Inhalt dieses Vielecks (7) ıst, wenn man das ur- 


Nennt man den constanten In- 


. A 
sprüngliche Vieleck nennt, = 


halt des eingeschriebenen Vielecks B, so ist nach Herrn Steiner’s 


Gleichung (Il. Band S. 263.): 


x 
A 
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wo das erste Glied, wie oben, constant ist. Die Schlüsse sınd die nüäm- 
lichen. Es ist wahrscheinlion, dafs der Satz einer noch gröfsern Erwei- 
terung fähig ist. Dafs der Ort des Punctes D, ım Falle beliebiger nıcht 
gleicher Winkel ein Kegelschnitt sei, ist aus geometrischen Gründen 
leicht zu errathen, und analytisch nicht schwer zu beweisen. Es fragt 
sich, ob der Ort des Punctes P nicht ein Kreis werden könne, wenn 


auch die Winkel nicht gleich sind. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise sowohl 
die JFinkel zwischen den Diagonalen, als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einschliefsen, so sind von den Ö_Geraden, 
welche diese /Finkel halbiren, 3 und 3 parallel. 

Da x=y (Fig. 5.), so ist Bogen DH—CG=FH-—EG oder 
DH+EG=FH-+CG, folglich 

Von den Linien, die die Winkel halbiren, mufs also die eine auf 4/i 
senkrecht, die andere mit ihr parallel seın. 

8. Lehrsatz. Vier beliebige Geraden in einer Ebene bilden, zu 
drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke 
schneiden die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden 
Seiten einander in einem Punct, und diese 4 Puncte liegen allemal in 
einer Geraden. 

Von den Dreiecken wollen wir nur die drei, die eine der Gera- 
den ABC (Fig. 6.) mit je zwei der übrigen bildet, und von den Lothen 
nur diejenigen betrachten, die von den Puncten 4, B, C (den Durch- 
schnittspuncten der Geraden ABC mit den drei andern) ausgehen. Von 
diesen 6 Lothen sind je zwei auf derselben Geraden perpendiculair, z. B. 
AD und BF etc., und also parallel. Der Satz läfst sich also auch so 
ausdrücken. Wenn in einem Sechseck, dessen entgegengesetzte Seiten 
parallel sind, die erste, dritte und fünfte Ecke in einer und derselben 
Geraden liegen, so liegen auch die zweite, vierte und sechste Ecke in 
einer und derselben Geraden, welches nur ein specieller Fall eines be- 
kannten Satzes (Carnot Geometrie de position, pag.456.) ist. Um ihn 
zu beweisen, will ich erst den umgekehrten Satz betrachten, nemlich: 
In einem Sechseck, welches in ein System von zwei Geraden einge- 
schrieben ist, und in welchem zwei Paare gegenüberstehender Seiten 


parallel sind, ist auch das dritte Paar parallel. 


| 
| 
| 
- 
| 
| 
| 


165 10. Aubert, über die Aufgaben und Lehrsätze 2. Band, 1. Heft 5, 96. 97. 98. 


Es sei DE (Fig. 7.) mit DG, und CE mit DF parallel, so hat man 
AB:AD = AE:AG, 
AD:AC = AF: AE, 
also AB: AC= AF:A4G, 
und folglich ist BF mit CG parallel. 

Vermittelst dieses Satzes läfst sich der obige Liehrsatz 8. leicht 
indirect beweisen. 

Auf dieselbe Art wie für das Sechseck kann man von den in ein Sy- 
stem zweier Geraden eingeschriebenen Zehn-Ecken, Vierzehn-Ecken u. s. w. 
(nemlich von jedem Vieleck, dessen Seitenzahl ein Product von Geraden 
und Ungeraden ist) beweisen, dafs, wenn alle Paare entgegengesetzter 
Seiten, aufser einem, parallel sind (oder, durch das Projections- Princip 
verallgemeinert: sich in Puncten schneiden, die in einer Geraden liegen), 
auch das letzte Paar parallel sein mufs (oder in einem Puncte sich 
schneiden mufs, der auf derselben Geraden liegt, wie die anderen). 

9. Fier beliebige Puncte in der Peripherie eines gegebenen Kreis. 
ses bestimmen, zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die vier Puncte, 
in welchen die Lothe aus den Spitzen dieser vier Dreiecke auf die ge- 
genüberliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, welcher dem gegebenen Kreise gleich ist. 

Carnot bemerkt (Geometrie de position, pag. 163.), dafs der Ab- 
stand ZF (Fig. 8.) des Mitteipuncts E des um ein Dreieck ABC beschrie- 
benen Kreises von einer der Seiten halb so grofs ist, als der Abstand CG 
der entgegengesetzten Winkelspitze © von dem Puncte wo die 3 Lothe 
aus den Winkelspitzen des Dreiecks auf die gegenüberstehenden Seiten 
sich schneiden. 

Man ziehe nemlich einen Durchmesser aus B nach ZH, so sind AH 
auf AD, CI/ auf CB senkrecht, und also respective mit ÜG und AG 
parallel. Die Figur /H0G ist also ein Parallelogramm, und 4H=CG. 
Man hat also CG=2REF behält seine Grölse, wenn E 
und #2 constant bleiben, € aber eine andere Lage annımmt. Solchergestalt 
ist, wenn im Dreieck 4BD die Lothe sich in /] schneiden, DH parallel 
mit ÜG und gieich CG, also ist auch HG gleich und parallel mit CD. 

Wenn man jetzt auch die zwei übrigen Lothpuncte (so wollen 
wir die Puncte nennen, wo die Lothe sich schneiden) bestimmt, so wer- 
den eben so die Geraden, die sie verbinden, mit den übrigen Seiten des 
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Vierecks parallel und gleich grofs sein, und begränzen also ein Viereck, 
das dem ursprünglichen gleich ist und sich also in einen, dem ursprüng- 


lichen Kreise gleichen Kreis einschreiben läfst. 
10. Lehrsatz. Fället man aus den Ecken eines beliebigen (irre- 


gulairen) Tetraöders auf die gegenüberliegenden Seiten- Ebenen Lothe, so 
schneiden diese vier Lothe einander im Allgemeinen nicht. Schneiden 
sich aber, in einem besonderen Falle, irgend zwei derselben, so schnei- 
den alle vier einander in einem und demselben Puncte. Im Allgemei- 
nen aber haben die genannten vier Lothe die merkwürdige Eigenschaft, 
dafs jede Gerade, welche durch irgend drei derselben geht, auch das 
vierte schneidet, d. h., dafs durch jeden beliebigen Punct, den man in 
einem der vier Lothe annimmt, allemal eine Gerade so gelegt werden 
kann, dafs sie die drei übrigen Lothe schneidet. 

Die Lothe 4F und DG (Fig. 9.), aus 2 und D auf die gegenüber- 
stehenden Seitenflächen, schneiden sich in 7. Legt man durch diese 
Lothe eine Ebene, so wird dieselbe auf {RC und BCD, so wie auch auf 
ihrer Schnittlinie BC senkrecht stehen. Mithin werden die Geraden /E 
und DE, in welchen die Ebene ZDE die Ebenen {BC und BED schnei- 
det, beide durch den nemlichen Punct X auf der Geraden BC gehen, 
und beide auf BC senkrecht stehen. Also wenn die Lothe aus Z und D 
auf die entgegengesetzten Ebenen, einander schneiden, so werden sie im- 
mer durch die Lothe aus den nämlichen Puncten auf die der ZD ent- 
gegengesetzten Seite BC gehen. Und umgekehrt: die beiden Lothe AM 
und DG werden sıch schneiden, sobald sie durch die Lothe DE und X 
gehen. Also ist es nicht notwendig, dafs, wenn zwei Lothe sich schnei- 
den, alle vier sich schneiden. Denn sollte dies der Fall sein, so würde 
AF z.B. wie durch DE auch durch die zwei übrigen Lothe des Dreiecks 
DBCD gehen, also durch den Punct, in welchem sich alle drei schneiden, 
welches nach dem oben Angeführten nicht nothwendig ist, wenn man 
nur annimmt, dafs ZF und DG einander schneiden. Es ist also 4# 
auf DE, DG auf AE senkrecht, folglich auch die durch 7 gezogene Ge- 
rade /%/, auf ZD; und da BC auf der Ebene ZDE senkrecht ist, so müs- 
sen auch B/ und CZ auf 4D, und die Ebene BCI auf ABD und BCD 
senkrecht sein. Die aus RB und € auf diese Ebenen gefällten Lothe 
müssen also in der nemlichen Ebene BCI liegen und einander schnei- 
den, aber nicht nothwendig ın HA. Geht aber das eine von ihnen durch 

Crelle's Journal. d. M. V. Bd. 2. Hft. 22 
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H, z.B. das aus B gezogene Loth, so steht es im Dreieck BCI auf C7 
senkrecht, und also die durch ZZ gezogene Gerade auf BT, und folglich 
auch auf der Ebene BP. Also, wenn sich zwei Lothe schneiden, so 
schneiden sich auch die zwei übrigen, und wenn drei sich in einem 
Puncte schneiden, so geht auch das vierte durch den nämlichen Punct. 

Nunmehr ist leicht einzusehen, dafs auch der andere Theil der 
Behauptung nicht zutrifft. Wir wollen uns den Fall vorstellen, wo zwei 
Lothe sich in einem, und die zwei übrigen in einem anderen Puncte 
schneiden, welches, wie bewiesen, möglich ist, so bildet jedes Paar Lothe 
eine Ebene, und jede Gerade, die alle vier Lothe schneiden soll, muß 
in diesen beiden Ebenen liegen, also ihm Schnittlinie sein. Aber es giebt 
der Geraden, welche die 3 Lothe, und folglich nach der Behauptung auch 
das vierte schneiden, unstreitig unendlich viele (die man in diesem Falle 
durch den Schnittpunct der einen mit der Ebene der beiden übrigen ziehen 
kann), und die Ebenen hätten solchergestalt unendlich viele Schnittlinien. 

11. Vier der Gröfse unl Lage nach gegebene Kugeln können im 
Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt werden; gehen sie aber 
durch unendliche Vergröfserung in vier Ebenen über, die ein Tetraöder 
(beliebige dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von jenen 16 Kugeln 
im Allgemeinen nur noch 8 übrig, d, h. es giebt im Allgemeinen 8 Ku- 
geln, von denen jede die 4 Seiten- Eibenen eines gegebenen Tetraöders 
berührt. Von diesen S Kugeln ist 1) eine dem Tetraeder eingeschrieben, 
2) von vier andern berührt jede die Au/senseite einer Seiten- Ebene und 
die Verlängerungen der drei übrigen; und 3) jede der drei übrigen Ku- 
geln berührt alle Seiten-Ebenen in ihrer Verlängerung, und zwar zwei 
Seiten- Ebenen auf ihrer du/senseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (1.) durch R, die Ra- 
dien der Kugeln (2.), nach der Ordnung ihrer Gröfse, durch R,, R,, R;, 
R,; wo nemlich der letzte der gröfste ist, und die Radien der Kugeln 
(3.), nach der Ordnung Ihrer Gröfse, durch R,, R;, R;, so hat man zwi. 


schen diesen Radien unter anderen zn er Relationen: 


1 


1 1 1 
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Sind von den Seiten- Ebenen des Tetraöders drei zu einander senkrecht, 
so hat man 2. B. auch noch De a 


1 
to 
1 1 1 1 


Wir wollen die Seiten- Ebenen des Tetraeders, nach der Ordnung 
ihrer Gröfse, s’, s”, und den Inhalt des Tetra@ders Z’ nennen, 
so hat man, wie leicht zu sehen, ge Gleichungen: 


T = (+ = also 1 NZZ + 


R 
T= er er R, also 
7 = a0 
1 


T (— s’+ R, 


also —= S—(p‘+p") oder S— 


(nemlich derjenige von beiden Ausdrücken, der positiv wird). 

Hieraus lassen sich leicht die Formeln des Satzes beweisen. Der 
Kürze wegen übergehe ich die beiden ersten, und bemerke nur in Rück- 
sicht auf die Zweideutigkeit von Z-, dafs man untersuchen muls, wel- 


cher von den beiden Ausdrücken s’+ s’' und s”+ s‘” der gröfsere sei. 
Die Richtigkeit a dritten ergiebt sich aus folgender Rechnung: 


oder, da p+p' =2% ist, 


Welchen von den beiden entgegengesetzten Werthen von R, man nimmt, 


ist gleichgültig, da das doppelte Zeichen auf das Quadrat keinen Einflufs hat. 
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Es ıst aber auch 
folglich sind die beiden Ausdrücke 

1 1 1 1 1 
einander gleich. 

Die Richtigkeit der beiden folgenden Gleichungen (IV. und V.) er- 
hellet daraus, dafs, wenn drei Seiten- Ebenen auf einander senkrecht sind, 
nach einem bekannten Satze allemal 

ist. Übrigens mufs man in diesen zwei Formeln, in welchen keine Qua- 
drate von At, R,, R,,.... vorkommen, auf das doppelte Zeichen von 
R, Rücksicht nehmen. Zt, wird positiv, wenn s’+4s' gröfser ist als 
und umgekehrt. 

Ferner ist 

[denn +p"=285—p, und 
= + 48° —45p" = 
Hieraus ergiebt sich die Richtigkeit der letzten Formel V. Denn man 
sieht leicht, dafs die einzelnen Glieder ın V,. nichts Anderes sind, als die 


| Glieder in der oben stehenden Gleichung. 
Es folgt aber u die Richtigkeit der Gleichung IV., denn es ist: 


1 25—(p 
FOR 1 (S — (S— 
1 
f R,+R, 
1 
also R, + = 
1 1 


ch R+R, = —— 
endlich + (p’+p“) (S—p’”) (S—(p’+pN))? 


=; 
i 
3 
& 
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1 = (S— 


Wenn man addirt, so erhält man nach dem Obigen: 
1 1 1 S(S—p') 1 1 


wie zu beweisen war. 

12. Lehrsatz. Beschreibt man in einem beliebigen dreikantigen 
Körperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede die drei Seiten-Eibenen des- 
selben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, so bilden die 
Radien dieser Kugeln, Ihrer Grö/se nach, eine geometrische Progression. 
Sind z. B, a,b, c die JFinkel, welche die Kanten des Körperwinkels mit ein- 
ander bilden, und setzt man die Radien zweier nach einander folyender Ku- 
gelnR, und R,, und zur Abkürzung a-&b+-c=2s, so ist der Exponent 
der genannten Progression: 
1. R, (s—a) sin (s—b) sin er sin (s—n) sin (s—b) sin 

sin 8 sins$ 
Oder sind A, B, C die drei Flächenwinkel des Körperwinkels, und 
man setzt zur Abkürzung A-TB+-C=2%9, so ist: 
R cosS cos($S—A) cos (S—B) cos(S— C)) 


20055 AcoszB coszÜ 


—.c0s$ cos (S— A) cos (S—B) cos (S— C)\ ]? 

2coszA 

Zur Erläuterung will ich den analogen Satz aus der Planimetrie 

in Erinnerung bringen. Nemlich: „\Venn man in einen Winkel Kreise 
einschreibt, welche der Reihe nach die Schenkel des Winkels und einan- 
der berühren, so bilden die Halbmesser dieser Kreise eine geometrische 
Progression, deren Exponent, wenn man den Winkel durch 4 bezeichnet, 


- —= tang’ (45° + 


ıst. Denn 4 
1 
— 
———l 1— sin — 
sin 2 
2 


Wenn man nun erwägt, dafs die Kugeln, welche die Seiten- Ebenen 
eines Körperwinkels berühren, in einen geraden Kegel eingeschrieben sind, 
der die Seiten-Ebenen berührt, so sieht man leicht, dafs der obige Liehr- 
satz 12. auf den ähnlichen aus der Planımetrie reducirt werden kann. 
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11. 


Quelques observations sur les quatre droites donndes 
dans l’espace et non comprises deux ä& deux dans 
un meme plan, 


(Par Mr. Garbinsky, prof. a l’univ. et directeur de l’Ecole polyt. a Varsovie.) 


Duoigqne l’on possede deja trois solutions du problöme suivant: 
„‚ Construire rigoureusement la droite qui coupe ä la fois quatre droites 
Ad, B,C, D donnees dans l’espace, non comprises deux A deux dans un 
mc£eme plan *);” ıl ne sera peut-£tre pas sans quelque utilit& de le con- 
sidärer de nouveau comme on va le voir par ce quiil suit: 

Imaginons un hyperboloide dont les trois directrices sont les troig 
droites f, BD, C, et designons par d et d’ les deux points d’intersec- 
tion de cette surface avec la quatrieme droite D; si maintenant par 
chacun de ces points et par Tune quelcongue de trois directrices, par 
exemple ©, on mene deux plans P et P‘, et que l’on designe leurs inter- 
sections avec la directrice 4 par @ et «@‘, et leurs intersections avec la 
directrice B par b, 5’; les deux droites ab, «’b’ seront les droites de- 
mandees, c’est a dire, les deux droites qui coupent ä la foıs les quatre 
droites donndes A, B, EC, D. Donc en derniere analyse le probleme 
propos& se trouve ramene A construire rigoureusement les intersections 
d’une droite D avec la surface gauche du second degre, nomme&e hyper- 
boloide A une nappe, et ayant pour ses trois directrices les droites 4, D, C. 

$. 2. Pour trouver les points d, d’, menons par la droite 4 un 
plan M paraliele a la droite D, et par la droite D un plan M’ parallele 
la droite ce dernier plan coupera &evidemment l’hyperboloide suivant 
une hyperbole, puisqu'il est parallele a la droite 4, et a une autre droite 
' qui sera entierement sur cette surface, et qu’on d@terminera, en me- 
nant une droite par les deux points d’intersection des lignes B et € avec 
lo plan M‘. Donc tout se reduit maintenant a determiner les points d’in- 


*) Ce problöme a die resolu, dans les Annales de Mathematiques de Mr. Gergonne v. 
T.XVI. p. 182. — 184. par Mr. Bobillier et moi, et dans le Journal für die reine und ange. 
wandts Mathematik par Mr. Steiner II, Band 3. lieft. 
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tersection de l’hyperbole et de la droite D; car ces deux points seront 
evidemment les points d et d’. — Designons par &, , ‘y les trois points 
de I’hyperbole mentionnee, qu’on obtiendrait en cherchant Tintersec- 
tion du plan M’ avec les droites BD, C, et une troisicme: droite quel- 
conque B’, qui coupe les trois droites 4, B, C a la fois. Pour obtenir les 
asymptotes de l’hyperbole, il faut se rappeller qu’elles sont les intersec- 
tions de deux plans passants respectivement par les droites 4 et 4’ et 
tangens a P’hyperboloide aux points situes sur ces deux droites dans l’infini, 
avec un troisieme plan M; car les lignes A et 4’ ctant parallöies au 
plan M’, sont coupdes par ce plan dans Finfin. — Determinons l’un de 
ces plans tangens, celui par exemple qui passe par la droite 4: on sait, 
que le plan tangent a I’hyperboloide passe toujours par deux droites si- 
tudes entierement sur la surface, et dont Pintersection est le point de con- 
tact. De la on conclut facilement, qu’en menant par chacune de deux 
droites Det C un plan, respectivement parallele a la droite 4, lintersection 
commune de ces deux plans sera une autre droite qui coupe les droites B 
etC, et qui est parallele a la ligne 4: donc le plan passant par la droite 
ainsi determinee et par la droite 4, touchera l’hyperboloide dans l'infini; 
donc enfin lintersection de ce plan avec le plan M sera l’une des asymp- 
totes de cette courbe. On determinera lautre asymptote en cherchant 
l'intersection du plan M’ avec le plan passant par la droite 4’ et sa 
parallele, situ&e entierement sur Yhyperboloide; cette derniere droite doit 
etre Yıntersection de deux plans paralleles & la droite „f/, et dont Yun 
passe par la droite B’ et l’autre par la droite C’. Les deux droites B’ 
et C’ sont quelconques, mais situdes entierement sur la surface, en cou- 
pant les droites donndes 4, B, C, comme directrices de d’hyperboloide. 
Menons par le point x, intersection de deux asymptötes, une droite, qui 
partage l’angle de ces asymptötes en deux parties &gales‘, et de manitre 
qu’elle ne coupe pas I’hyperbole, cette droite sera l’axe imaginaire de la 
courbe. Si maintenant I’hyperbole mentionnee fait une revolution au- 
tour de son axe imaginaire, elle engendrera un hyperboloide de r&volution, 
et les trois points &, ß, Y decriront trois cercles S, 5’, $’, situds enti£- 
rement sur cette surface et dont les plans seront perpendiculaires ä l’axe 
imaginaire. Mais on sait, que I’'hyperboloide de revolution n’est qu’un cas 
particulier de l’byperboloide aA une nappe; donc, le m&me hyperboloide de 
revolution pourrait encore &tre engendre par une droite quelconque qui 
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coupe ä la fois tous les trois cercles S, 5’, S’, en faisant une revolution 
comp!öte autour de laxe ımaginaire — On deöterminera Tune de ces 
droites de la maniere suivante: Imaginons une surface conique ayant 
pour sommet un point du cercle S et pour directrice ou base le cer- 
cle 5’, on voit clairement que cette surface conique sera coupee par 
je plan du troisiöme cercle'.5’ suivant un autre cercle; apr&es avoir con- 
struit les deux intersections de ce cercle avec le cercle ‚5‘, une droite e 
passant par Tun de ces deux points et le sommet du cöne, coupera ä la 
fois tous les trois cercles S, 5‘, 5‘, et sera par consequent toute entiere 
sur Y’hyperboloide de revolution. — Mais on voit, que les deux points 
cherches d et d’ sont situ&s en m&me temps sur P’hyperboloide de revolu- 
tion et sur la droite D qui coupe en un point y laxe imaginaire de I’'hy- 
perbole. On trouvera donc ces points si on determine les deux cercles 
communs a /hyperboloide de revolution et au cöne qui serait engendre 
par la revolution de la droite D autour de l’axe de revolution de I’hyper- 
boloide, car les intersections de ces deux cercles avec la droite D seront 
eridemment les deux points cherches. Imaginons un plan passant par la 
droite e et le sommet y du cöne et determinons les deux generatrices d’inter- 
section de ce möme plan avec le cöne, elle seront coupees, generalement 
parlant, en deux points par la droite eo; abaissant de chacun de ces deux 
points une perpendiculaire a laxe de rotation, on obtiendra les rayons 
des deux cercles cherches, et les points situes sur ces cercles de la droite 
D seront les points demand&s d et d‘. 


$. 3. Avant de donner une autre construction de la ligne deman- 
dee, ıl faut se rappeler quelques propositions dont les unes sont bien 


connues aux geometres et les autres peuvent &tre d@montrees aisement: 


@ Un pöle et le milieu de sa pölaire a l’&gard d’une section co- 
nıque quelconque, sont situes sur un m&me diametre conjugue avec un 
autre dıametre parallcle a la pölaire. 


b. Si laxe etant rdel, F, F’ sont les foyers d'une hyperbole quel- 
conque et qu’un cercle est decrit du foyer F’comme centre avec un rayon 
egal a l’axe rdel de I’hyperbole, apre3 avoir ensuite decrit d’un point 
donne comme centre un cercle passant par l’autre foyer F, et determine 
ses deux points d’intersection £ et £‘ avec le cercle primitif: sı de plus 
on mene du point donnd deux droites passant par les milieux des cordes 
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Ft et Ft’: on obtiendra ainsı les deux tangentes qu’on pourra mener par 
le point donne a Ihyperbole; l’intersection de la droite Ft avec la pre- 
miere tangente donnera son point de contact, et le point de contact de 
autre tangente, sera son point d’intersection avec la droite F’?”. 

c. On d&montre facilement que les deux tangentes trouvdes sont 
respectivement perpendiculaires aux cordes Ft, I'r‘, d’ou l’on tire une 
methode tres facile, pour mener une tangente a l’hyperbole, parallele- 
ment ä une droite donnde; car apres avoir tir& du foyer £' une droite 
perpendiculaire a la droite donnde, et apr&s avoir construit les deux points 
u et w’ d’intersection de cette perpendiculaire avec le cercle primitif, 
les deux paralleles a la droite donnee, tirdes des milieux de deux cordes 
Fu, Fu’ seront les tangentes demandees. On determinera leurs points 
de contact comme precedemment *). 

d. Sı Yon observe que les milieux de toutes les cordes Ft, Fr‘, 
Fu, Fu' etc. sont situdes sur un cercle decrit avec l’axe r&eel de I’hyperbole 
comme diameötre, on d&montre sans aucune difhculte que, sı de l’un quel- 
conque de deux foyers F et 7’ on mene deux tangentes au cercle decrit 
sur l’axe de l!’'hyperbole pris pour dıametre, les deux rayons de ce cercle 
prolonges ä linfini et passant par les points de contact de deux tangen- 
tes, seront les asymptotes de la courbe; et vice versa: si des points d’in- 
tersection d’une des asymptotes avec le cercle, ayant l’axe reel de I’hy- 
perbole pour diametre, on mene des tangentes A ce cercle, les deux in- 
tersections de ces tangentes avec l’axe reel de la courbe seront ses deux 
foyers F' et 

Partant de ce point, supposons pour le moment que la droite g 
($. 2.) soit determinee d’une maniere quelconque, qu’on a mene une per- 
pendiculaire a l’axe de rotation par le milieu x de l’hyperbole sur la- 
quelle se trouvent les deux points d, d’ et qu’on aıt determine la distance 
du point d’intersection de ce plan avec la droite g au point x milieu de 
!’hyperbole, decrivant avec cette distance du point x comme milieu un 
cercle sur le plan de la courbe, et menant une tangente ä ce cercle, au 


*%) Tout ce que je dis relativement aux tangentes men£es ä l’'hyperbole d’un point donne ou 
parallölement ä une droite donnee, a egalement lieu pour toutes les sections coniques, en observant 
se:lement que pour la parabole le cercle primitif n’est autre chose que la droite directrice de 
cette courbe et que le cercle passant par les milieux des cordes Ft, Ft‘, Fu, Fu! etc. est une 
autre droite parallele ä la directrice et tirce Ju somımet de la parabole., 
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point oü il est coupe par l’asymptote: lintersection de cette tangente 
avec laxe rdel prolonge fera connoitre l’un de foyers des I’'hyperbole. 
Avec ces donndes on determinera facilement les deux points de contact 
avec la courbe de deux tangentes paralleles A la droite D, et par cela 
m£öme la grandeur du diametre conjugude avec celui qui est parallele 
ä la droite D, Je prends le diametre conjugue que j’ai trouve pour 
le diamötre d’un cercle et je mene du point Z, intersection de ce dia- 
me£tre avec la droite D, deux tangentes ä ce cercle: il est bien clair 
que, la corde passant par les points de contact de ces tangentes avec le 
cercle, coupera le diameötre conjugue en un point Z qui sera le pöle de 
la droite ) a Tegard de I’hyperbole. Donc les deux points de contact de 
Uhyperbole avec ses deux tangentes tirdces du point zZ, feront connoitre les 
deux points cherchds d et d’*). 

S. 4, Faisons voir maintenant comment on pourrait resoudre ana- 
Iytignement le probleme propose, et quelles seraient les &quations des con- 
ditions pour les diverses positions des quatre droites donndes 4, B, C,D. 

Sı pour plus de commodite nous allons prendre la ligne 4 pour l’axe 
des coordonndes z, et pour les axes des coordonnees de y et x deux lignes 
mendes d’un point cuelconque de la droite 4, parallelement aux deux 
droites et €, les &quations des quatre droites donnees pouront ex- 


primces comme ıl suit: 


*) Cette maniere de construire les points d’intersection d’une droite avec une hyperbole dont 
on connait laxe reel et les foyers, s’applique egalement aux aulres sections coniques, en observant, 
que pour trouver le pöle de la corde dd’ relativement a une @llipse, il faut decrire un cercle sur 
un diametre conjugud avec le diametre parallele a la corde dd’, &lever une perpendicnlaire sur ce 
diametre du point d’intersection de ce diame&tre avec la corde, determiner les deux points d’inter- 
section de cette perpendiculaire avec le cerclez3 l’intersection commune des deux tangentes aux 
cercles menees par ces deux points, sera le pöle de la corde dd’, relativement A l’elipse dunnee, 
Pour la parabole dont tous les diamötres sont paralleles ä l’axe, la construction est ir&s simple, 
car si apr&s avoir dötermine le point de contact de la tangente parallele ä dd’, on möne par ce 
point une parallele au grand axe, et qu’on determine son intersection z avec la curde dd’, un au- 
(re point situ@ de oppose sur le prolongement du diametre conjugue, a la meme distance 
du point de contact que le premier point z, sera le pöle de la corde ou de la pölaire dd’ relati- 


vement ä la parab: le donnee. 
Mr. Coste a donnd une autre construction du m&eme probleme dans les Annaäles de Matlie- 


matique de Mr. Gergonne T. VIE p. 304., mais je crois plus directe et plus facile dans la 


pratique celle que nons venons de presenter. 
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Un plan quelconque passant par la droite 4 aura pour €quation: 

2. 
Les deux points d’intersection de ce plan avec les droites 3 et € auront 
pour coordonnees: 


3. y=ya, 2=c); y=b, 


Donc la droite determinde par ces deux points, ayant pour &quations: 


a—b a—b 
4, z—a= y—yız 


coupera ä la fois les trois droites 4, B, C; donc pour une certaine va- 
leur de g elle sera l!’une des generatrices de I!’hyperboloide ayant les trois 
droites 4, DB, € pour directrices. Eliminant donc 9 entre les equations (4.) 
ou entre une quelconque de ces deux equations et entre celle (?.), on aura: 
I. 
Cette equation exprimera &videmment une relation entre tous les points 
de toutes les generatrices de I’hyperboloide qui a les droites 4, B, €, 
pour directrices, ou ce qui est la m&me chose: cette @quation sera celle 
de P’hyperboloide luı m&me. 


Mettant dans cette &quation pour x et y leurs valeurs correspon- 
dantes tirees des equations de la droite D, transposant et d@composant en 
facteurs, on aura: 

+ + ac'm'— bem —= 0, 

ce qui prouve que, generalement parlant, ’hyperboloide (5.) sera coupe, en 

deux points d et d’ par la droite D, et que les deux generatrices de !’hy- 

perboloide, qu’on menerait par ces points, resoudront le probleme propos£. 


9.  Considerons present les cas particuliers. On tıre de l’equa- 


tion (6.): 
7 [(d’m + a'm’) (e—c)+b(m— a’c) —a 


| a'm’) (c — +b (m—a'c)— a(m’—be‘)]? 
2 [a’b’(c— c/)-+ a’b— + ac'm’— bcm]} 
2 [a —c)+ab—ab‘] 


et on peut faire relativement ä la quantite comprise sous le radıcal les 
troi3 suppositions suivantes: 


23° 
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1) -+a'm’)(e— ec‘) + b(m—.a’c) —a (m'— 
— ec) + ab — ab’ |[mm’(e— Hac'm—bem]| >o0, 
8 2) a'm’)(e— ce‘) + b(m — 
ab —ab’] =o0, 
3) [Bm-Le’m’)(e—c') +b(m 
— 2 [ade —e‘) + ab —ab’] [mm’(— ce) +acm—bem]< 0. 


Dans le premier cas la droite D sera une sdcante de I’hyperboloide 
et il y aura deux droites qui r&esoudront le probleme; dans l’autre cas la 
droite D) sera tangente et ıl n’y aura qu’une seule solution; dans le troi- 
sieme cas les deux valeurs de z seront imaginaires et la droite D n’aura 
aucun point de commun avec I’hyperboloide, ou en d’autres termes, la so- 


lution du probleme sera impossible. 


$. 6. Sı entre les co@fhicients de l’&quation (6.) on suppose une re- 
lation telle qu’on ait a la fois: 
ab’ = 0, 
9. = 0, 
= 0; 
on suppose par la que z a une infinite de valeurs, ou que la droite 
D a une infinit@e de points sur I’hyperboloide, ce qui veut dire en d’au- 
tres termes que cette droite D est entierement sur I’hyperboloide; donc 
les &quations (8.) expriment les conditions nec&ssaires de ce que les qua- 
tre droites 4, B, C, D, soyent sur un me&me hyperboloide. 


$. 7. Enfin nous ferons remarquer que l’&quation 
10. = 0, 
peut subsister isolöment, ou bien que les deux Equations 
Ha b—ıd'’ —=0, 

ec) — b(m—a’c)—a(m—b‘c‘) = 0 
peuvent avoir lieu en m&me tems. Dans le premier cas une des va- | 
leurs de z sera determinde et l’autre infinie, dans le second cas toutes & 
les deux valeurs de z seront infinies. Pour montrer clairement la diffc- 
rence entre ces deux cas, il faut se rappeler que par un point donne F 
sur un hyporboloide on peut mener deux lignes droites situdes entiere- f 


ment sur cette surface et que le plan determine par ces deux droites est 
Si donc le point donne 


un plan tangent ä la surface au point donne. 
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etoit dans linfini, les deux droites de la surface, dont le plan est un plan 
tangent a l’hyperboloide dans ce point, seroient paralleles entre elles. 

Cela pose, il est aise de voir que dans les deux suppositions (10,) 
et (11.) il y aura sur I’hyperboloide qui a4, B, C, pour directrices une 
generatrice parallele a la droite D, mais que si dans le premier cas on 
fait passer un plan par la droite D et par sa gencratrice parallele, ce 
plan coupera I’hyperboloide suivant une autre droite, dont Vintersection 
avec la droite D sera un point determind; tandıs que dans l’autre cas le 
plan passant par la droite D et par sa generatrice parall&le, coupera !’hy- 
perboloide suivant une autre droite qui sera aussi parallele ä la droite 2). 
Donc dans la premiere supposition la ligne D quoiquelle ait a une di- 
stance infinie un point commun avec l’hyperboloide, n’est qu’une sccante 
de cette surface, tandis que dans la seconde supposition cette droite est 
une asymptöte de la surface, ou ce qui est la m&me chose, une des g£- 
neratrices de la surface conique, asymptotique relativement a I’hyperbo- 
loide.e On se rendra raison d’une maniere encore plus &vidente de tous 
ces resultats quand on remarque que l’hyperbole qui est lintersection du 
plan M’ avec l’hyperboloide, ayant 4, B, C, pour directrices (\. 2.), peut 
etre remplacee dans des cas particuliers par un syst&me de deux droites 
dont lintersection commune sera ou determinde ou dans Vinfini. 

Le 31. Aoüt 1829, a Varsovie. 


| 


182 12. Burg, über die Form der Wurzeln algebraischer Gleichungen. 


12. 


Über die Existenz der Wurzeln einer höhern Gleichung 
mit einer Unbekannten. 


(Vom Hrn. Adam Burg, Professor der höhern Mathematik am K. K. polytechnischen 
Institute zu Wien.) 


BDekamtlich läfst sich das Dasein von wenigstens einer reellen Wurzel 
in einer Gleichung von ungeraden, so wie das Vorhandensein von we- 
nigstens zwei reellen Wurzeln in einer geordneten Gleichung von gera- 
der Ordnung, deren letztes Glied negativ ıst, sehr leicht und einfach 
nachweisen, so dafs es nur darauf ankommt, Gleichungen von gerader 
Ordnung, welche ihr letztes Glied positiv haben, in dieser Beziehung zu 
untersuchen. Da aber solche Gleichungen auch lauter imaginäre Wur- 
zeln haben können, so handelt es sich, wie ebenfalls bekannt, blofs dar- 
um, zu zeigen, dafs einer solchen Gleichung in jedem Falle ein Genüge 
geschieht, wenn man in ihr die Unbekannte e=p-+ygy —1 setzt, weil 
unter dieser Form nicht nur jede ımaginäre (wenn nämlıch p und 9 
reelle Gröfsen bedeuten), sondern auch eine jede reelle Wurzel, wenn 
9 = 0 ist, kann dargestellt werden; daher es auch nicht nothwendig ist, 
den Beweis von der Existenz einer Wurzel, welche ım Allgemeinen die 
Form p--gy—ı hat, blofs auf Gleichungen von der letztgenannten Gat- 
tung zu beschränken, sondern es kann dieser, wie es auch sonst geschieht, 
sogleich auf alle Gleichungen ausgedehnt werden. Der allerdings scharf- 
sinnige Beweis, welcher von Herrn Cauchy herrührt, und meines Wis- 
sens noch der einzige ist, welcher als genügend angesehen wird, er- 
scheint mir doch keinesweges so einfach, als dafs es nicht wünschens- 
werth sein sollte, dafür einen wenigstens eben so strengen, aber weit 
einfacheren zu finden. Irre ich nicht, so hat der nachstehende Beweis, 
welcher sich auf Gleichungen von gerader Ordnung überhaupt, ohne 
auf das Zeichen des letzten Gliedes Rücksicht zn nehmen, bezteht, diese 


genannte Eigenschaft. 
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1. Der Ordnungs- Exponent /Y einer jeden Gleichung X=0 von 
gerader Ordnung ist immer in der Form enthalten V =n.2"”, wo rn nur 
ungerade, 7» aber beliebig eine jede‘ ganze positive Zahl bezeichnet. 
Transformirt man die gegebene Gleichung in eine andere X—=0 mit 
quadrirten Differenzen, welche Gleichung wir, der Kürze wegen, die 


erste transformirte Gleichung nennen wollen, so ist diese, wie bekannt, 
N(N—A) 
2 
Gleichung jene 0, deren Wurzeln die quadrirten Differenzen der 
Wurzeln der Gleichung X=0 sind, oder die zweite transformirte Glei- 


chung gesucht, so ist diese von der Ordnung 


von der Ordnung N’ = =n.2""*(n.2”— 1). Wird auch für diese 


so wie wieder die dritte transformirte Gleichung den Ordnungs-Exponenten 
N'(N’—1) 


=n.2""(n 2.2” 1! 
haben würde, u. s. w. 


Man sieht leicht, dafs die te formirte Gleichung X” der qua- 
drirten Differenzen von ungerader Ordnung sein mufs, weil sowohl 
der erste Factor 2.2”"==n, als auch jeder der folgenden, welche sämmt- 
lich von der Form 2’—1 sind, ungerade ist. 


2. Da nun diese ante transformirte Gleichung von ungerader Ord- 
nung ist, also nothwendig wenigstens eine rce!le Wurzel x, haben muls, 
so hat die (n—-.1)te transformirte Gleichung wenigstens ein Paar Wur- 
%, für welche 2,=(2,—2,), oder — =yr,ist Es wird 
aber dieser Gleichung in jedem Falle, es mag die reelle Wurzel x, positiv 
oder negativ sein, Genüge geleistet, wenn man setzt: „= P+-0y—1, 
weı dann = 1, also 
von der Form 4--By—ı ist, wo D=0 wird, wenn x, positiv ist. 


Da aber, wenn wir nur eine dieser beiden Wurzeln weiter be- 
trachten, die (#—-1)te transformirte Gleichung eine Wurzel x, von 
der Form P--Qy—.ı hat, so giebt es in der (m—-2)ten transformir- 
ten Gleichung ein Paar Wurzeln &,, für welche wieder — x), = 
vz.=y(P+Qy—)) sein muls; und es wird auch dieser Gleichung wie- 
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der genug gethan, wenn man setzt: P+QY—ı, 
weil x; wieder die Form A’+B’Yy—ı annimmt, und bekanntlich 
das (Juadrat dieses Binoms ebenfalls von derselben Form ist. 


Da aber ferner die (m—2)te transformirte Gleichung auf diese 
Weise wenigstens eine Wurzel x, von der Form P’+-Q’Y—ı hat, so 
mufs nach demselben Raisonnement die (n—3)te transformirte Glei- 
chung wenigstens eine Wurzel von der Form P-Q”’yY—ı zulassen 
u. 5. w. , so, dafs man durch dieselben fortgesetzten Schlüsse endlich auf 
die (m — m)te transformirte, d. ı. auf die ursprüngliche Gleichung X=0 
selbst zurückkommt, von welcher auf diese Art erwiesen ist, dafs sie 
sofort wenigstens eine Wurzel von der Form p-+-gy—ı haben oder 


zulassen müsse. 


- Ä 
\ 
- 
1 
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13. 
Demonstration d’un theor&me d’arithmetique propose 
dans les annales de mathematiques de Mr. Gergonne, 


tom. XIX. p. 256. 


’ (Par Mr. J. A. Grunert, prof. des math. a Brandenbourg. ) 


r 
T heoreme. Tout nombre entier est diviseur d’un nombre exprime par 
une suite de 9 suivis de plusieurs zeros. 


Demonstration. Designons par le nombre donnd, diviseur 
du nombre cherche 
(x) (x-1) (x-2) (1) (0) (ı) (y-1) (y) 
= I1+10 +10 + ....+ 10%).10 = — 1).10°. 
Decomposons le nombre donne p en facteurs premiers de sorte que 
ou Y.... nesoientni=2, ni=5. Le nom- 


bre des nombres plus petits que @”"ß"y’.... et premiers a ce produit sera 
1 1 


— ar (1-5) (1--.) 

= 
(Legendre Zssai sur la theorie des nombres. Sec. ed. p.7.), donc en 
vertu du theoreme de Fermat, generalise par Mr. Gaufs (Disguis. 
erithm, p. 80. art. 83.), si 

la difference sera divisible par @«”P"y*...., 10 et 
etant premiers entre eux suivant I’hypothese. 


Cela pose, soit M(u,v) le plus grand des deux nombres #, v, il 
est clair, que lexpression 107 = 10%”), y etant M(x,v), sera toujours 
divisible par le produit 2“. 5”, et qu’on pourra trouver dans tous les cas 


deux nombres: 


tels que 
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(x) (x-1) (x-2) (1) (0) (1) (y-1) (y) 
z=99 9....990....00= —1.10 


soit divisıble par le nombre arbitraire donne p. 


Exemple p=5.%.73, y=3, 
Z = 999999999999000 
2.95238095238. 
Il est aussi clair, que dans ce cas et dans tous les cas semblables on 
peut toujours trouver un nombre plus petit qui soit divisible par pP; 
car tout nombre de la forme demandee est divisible par 3, donc slıl est 
dıvisible par 7, ıl le sera aussı par 3.7=21 (Essai sur la theorie des 


nombres p. 4.5.). Donc ıl n’y a dans ce cas que de supposer 
Yy=3, Z= 999999000 = p.95238. 


| 
& 
4‘ 
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14. 


Memoire sur la convergence de la serie du binome; 
pour faire suite ä la demonstration du theoreme du 
binöme, donnde tiome II. de ce journal, cahier 3., 
page 305. 


(Par l’&diteur,) 


N ous avons presente & l’endroit cite une demonstration du theor&me 
du binome, fond&e uniquement sur une &quation identique, executde seu- 
lement au moyen de transformations algebriques, et independante de 
toute supposiiion arbitraire. Elle semble ne rien laisser a desirer pour 
la gendralit@ et la rıgueur. Mais ce developpement ayant borne ä 
presenter la forme generale de la serie et l’expression identigue du reste 
compl&ementaire, il sagit encore de la convergence de la serie. Elle 
sera l’objet de ce qui suit. 


Nous reprendrons l’expression du developpement du binome sous la 
forme (15. tome Ill. page 307.), savoır: 


A, etant les coöfficiens binomiaux 

Sı l’on veut sousentendre les racines correspondantes de denx cötes 
de l’equation, on peut supprimer le facteur 1’, et l!’on aura simplement: 


3. = ı + 4,0 


1 a)x Zo)tk 1 
+ 4, (kn) (( + z ( + ) ). 


2. 


Icı la quantiıte 


signitie la difference des quantıtes 


| 
| 
24% | 
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k—1 k—2 k—n 
et sı veut designer le reste qui suit le 2 + 1"" terme de la serie, savoir 


1 a) zo)+k 
5. k,(k—n) Ar| + ) (1-+-«) 


par on peut &crire 
6. = ı +... + R,. 
Nous nous bornerons aux cas oü l’exposant & et labase =1--« sont reels. 
Pour juger de la convergence de la serie dans ces cas, nous em- 
ploierons la methode de d’Alembert, savoir de chercher deux series 
dont la convergence puisse &tre d&montree et dont une ait tous les ter- 
mes plus grands, lautre plus petits que la serie donnede. 


2. 

Generalement il y a quatre cas. L’exposant Ä& et la partie @ de 
la base peuvent ötre positifs ou negatıfs. Si & est positif, les signes 
des co@fliciens Ä,, Ä,, alternent des le coeficient, etant 
le premier nombre entier plus grand que #4. Si k est nedgatif, les cocf- 
ficiens A,, sont alternativement positifs et negatifs des le 
premier terme. Donc les signes des co@fliciens binomiaux alternent dans 
tous leg cas, au moins A partir d’une certaine limite. Il suit de la que 
sı @ est positif, les termes de la serie du binöme sont alternativement 
positifs et negatifs dans tous les cas, au moins A commencer d’une cer- 
taine limite, et si @ est negatif, ils ont tous leurs signes egaux, &gale- 
ment au moins A partir d’une certaine limite, qui, tant que l’exposant & 
n’est pas infini, n’est jamais cloignee du commencement de la serie que 
d’un nombre fini de termes. Donc ıl n’y a que deux cas a considerer, 
savoir @ positif ou «@ negatif. Dans le premier cas on peut toujours 
supposer alternatifs les signes des termes de la serie et dans le second 
cas egaux. 

3. 

Soit @ negatif et Ä,e"—= r, un terme quelconque de ceux 

dont les signes sont egaux, la serie, A partir du terme 7,, que nous pren- 


drons pour le reste R, (6.), pourra &tre exprimede par 


ou bien, sı l’on fait 


8. 


% 
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ou b est positif, par 


Puisque a suppos& plus grand que +4, est toujours plus pe- 
tıt que 2 +1. 
Sı 4 est plus grand que —1, toutes les fractions 7 ig 


k+1 
237 0 . sont positives et plus petites que +1, et la premiere fraction — se 


nt 


est plus grande que toutes les autres; donc tous les facteurs 5, bP, D’, zer. 
sont plus petits que 1, et le premier facteur 1 est plus petit que 
tous les autres; done la somme de la serie Z, (9.) est plus petite que 
la somme 


et plus grande que la somme 


Sı 4 est plus petit que —1, toutes les fractions sur in 

sont negatives et plus grandes que —1, et la premicre fraction 


est plus petite que toutes les autres; donc tous les facteurs de 5, 2°, 2°, .... 
sont plus grands que +1, et le premier facteur 1.4 est plus grand 
que tous les autres; done la somme de la scrie Z, (9.) est plus grande 
que la somme de la serie (10.) et plus petite que la somme de (11.). 
Donc AR, est toujours compris entre s, et s; quel que soit Ä, positif 
ou negatıf. 
Mais les sommes s, et s; des series (10. et 11.) peuvent ötre ex- 
primees par | 
=n. 
n-1 
et si l’on developpe ces expressions par la division, on trouve que les 
valeurs de leurs restes, a partir du 72" terme, sont: 


et 
1—b 


1” 
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de maniere que les valeurs exactes des series (10. et 11.) peuvent £tre 
exprimces par | 
— 2 3 


15. 8; 
n+1 

Sı lon veut que ces expressions donnent des limites finies de la 

valeur de la serie pour Ä,, qui, comme on l’a vu, est toujours comprise 

entre celles de s, et s,, il faut que les series (14. et 15.) soient conver- 


(1 


gentes, c’estä dire que leurs restes % 


m 


soient zero 


pour m=». Üela n’a pas lieu, a moins que 5 ne soit respectivement 


1 
compris entre O et 1 et entre O et ET savoir entre O0 et 1 sı 


1 
k>—1 et entre O et k<—ı. 


Si 5 est renferm& dans ces limites, les series s, et s, (14. et 15.) 
seront convergentes, et la somme de la serie A, (9.) qui est toujours 


comprise entre s, et s, (12.), sera renfermee entre les limites 
T 


16. —— et 


olı ce qui est la m&äme chose, si @=—Db est compris entre 0 et —, 


1 
k etant >— 1, ou entre O et a1 k etant <—1ı, la somme de 


n+1 
la serie R, (7.) sera comprise entre les limites 
En 


Sı lon fait =x, les limites (17.) et celles de @ qui sont les condı- 


tions de la convergence des series s, et s; coincident. 
Les dernieres sont O0 et —1 pour un # quelconque et les lımı- 


tes (17.) rentrent toutes les deux dans Pet Donc sı @ est negatif et 
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compris entre O0 et —1, la er du reste AR, de la serie du binome est 
15. R, pour 2 x, 
Maintenant pour juger de la convergence de la serie du binöme, 
ıl s’agit de savoir si ET est nul pur 2=x. 


Le terme r,, comme le fait voir lexpression (9.), n’est autre 


chose que 
ou zn est arbitraire et a =» et cette valeur de r, est toujours renfer- 
mee entre, 


20. et 1-1); 


pour un k quelconque Si A>—1, ces limites sont &evidemment zero 
toutes les deux, 5 &tant suppose entre O et 1. Donc r, est necessairement 
nul pur z=x, ss k>—ı. Sı k est <—.ı, la seconde limite se pr£- 
sente sous la forme 7„.0.00. Donc les limites ne donnent pas la valeur 
de 7. dans ce cas. Pour la trouver, reprenons l’expression Ä,5” du terme 


T„, et supposons db =, ou c est plus grand que +1, puisque 5 doit ötre 


entre O et -—1. Cette expression de r,, k &tant suppose negatif, savoir 


1, pourra ätre presentde sous la forme: 
„== c.2c.3e....(#—1)c 
ou maintenant k est ve comme positif et >1. Benin a v une 
valeur telle que ve >k+v—1, par exemple ou est 
positif, ce qui est toujours possible, car ıl n’y a qu’ä faire 
vom 
c—1 
ou —g sera toujours un nombre positif et fini, & et ce etant >1 et 


e positif. Cela pose 
c.2c.3c.. 


sera toujours une quantite finie. L’autre Stunn Q, si pour abreger l’on 
fait prendra la forme: 


Dans cette expression tous les facteurs sans exception sont <1, puis- 


| 

\ 

= 
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que x et e sont positifs et e_>1. Donc si Ion designe par & le plus - 


grand des facteurs, Q sera moindre que () . Mais p etant >1, (>) 
sera deja nul pour 2=®x, donc plus forte raison sera nul dans 
ce cas. Donc 7, est aussi zero dans le cas A<—.ı, «a &tant entre O 
ei 2; 

La valeur de r, etant nulle dans tous les cas, et la valeur du 
reste R, de la serie du binöme dans l’infini, c’est a dire du reste R,, 
etant eg (18.), on voit, en nous resumant, que cette serie sera tou- 


jours convergente quel que soit k, sı a est compris entre les 
limites 0 et —1. La convergence ne cesse quedese=—ı, 
en allant aux valeurs negatives. Sı kest >—1 et a entre O 


| 
et —ı, et egalement sı A<{—1 et a entre et 


la valeur de la serie du binöme, a partir du terme Ä,e”, sera 
comprise entre les lımites 


4, 


Soit @ positif et Ä,«a”=r, un terme quelconque de ceux dont 
les signes sont alternativement positifs et negatifs, la serie, A partir du 
terme 7,„, c'est ä dire la valeur du reste R, pourra exprimde comme 


cı- dessus (7. et.9.) par 


2 = (1-25 +@(1— (1— 


>u bien, si on prend les termes par couples: 
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27. R= 


+ (1—a 
Puisque a suppose plus grand que k-+-1 est toujours plus petit 


que 2--1. 
Si k est plus grand que —1, toutes les fractions »41’ 2.02 


. Sont posıtıves et 


n+3° 

k+1_r+1_ x+1 

28, 

29. 


Done A, (36.) est plus petit que la somme de la serie 
k 1 


et plus grand que la serie 


«)(1— 
savoir 


Si 4 est plus petit que —1, toutes les fractions —-, 
k+1 n+2° 
. negatıves et 


n+-3? 
33. | 


39. )<ı— «(1 (1-5)... 


Donc AR, (27.) est plus grand que la somme de la serie (31.) et plus pe- 


tıt que la somme de (32.). 
Donc A, est toujours compris entre s, et s; quel que soit &, positif 


ou negatif. 
Crelle’s Journal. d. M. V. Bd. 2. 23 


194 14. Crelle, sur la convergence de la serie dn binome. 


Mais les sommes s,et s, des series (31. et 32.) peuvent ötre exprimees par 


et si l’on developpe ces expressions par la division, on trouve que les 
valeurs de leurs restes, ä partir des 72" termes, sont: 


(1 — a?” 


38. et 
\em 
39. 
1 — 61 a 


de sorte que les valeurs exactes des series (40. et 41.) peuvent tre 
exprimees par 


41. 
n 


Si l’on veut que ces expressions donnent des limites füinies de la valeur de HA, 
qui,comme on la vu, est toujours comprise entre s,et s,il faut que les series s, 


et s, soient convergentes, c’est ä dire que leurs restes 


soient zero pour m=w. Cela n’a pas lieu, a moins que @ ne soit re- 


spectivement compris entre O et 1 et entre O et LT savoir entre 
et 1, sı et entre O et sı Ä<—1ı. @ est ren- 


ferme dans ces limites, les series s, et s, (31. et 32.) seront convergen- 
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tes, et la somme de la serie R, (27.) puisqu’elie est toujours comprise 
entre s, et s;, sera renferm&e entre les limites (36. et 37.). 

Si Ion fait =», les limites (36. et 37.) de R, et celles de @, qui 
sont les conditions de la convergence des series s, et s;, coincident. Lies 
dernieres sont O et 1 pour un # quelconque, et les limites (36. et 37.) 
rentrent toutes les deux dans 


42. = r.(1+ 0). 
Done si a est positif et compris entre O et +1, la valeur du resie A, 
de la serie du binöme est 

43. = pur 

Mais nous avons vu plus haut que r, est toujours nul pur n=x; 
donc le reste R, est egalement nul dans tous les cas. Donc la serie du 
binöme sera toujours convergente, quel que soit Ä, sı a est 
compris entre les limites 0 et-+1. La convergence ne cesse 
que des a=-+1, en allant aux valeurs positives. Sı# est 


entre et +1, et &galement si A<—1, et a entre © 


et ei la valeur de la s&rie du binöme, ä partir 
du terme #,«a”, est comprise entre les lımites: 
n—k n—k 
14. 1 2 et 
n 


Les cas dd et @ = meritent une attention particu- 
liere, puisque dans ces cas les series 5, et s;, qu’on a choisies pour ser- 
vir de limites de la serie du binöme, cessent d’ötre convergentes et que 
par consequent les expressions (25. et 44.) ne donnent plus des limites 
finies pour la serie du binöme, ä partir d’un terme quelconque Ä,«a”. 

Nous remarguerons d’abord que, quoique les series s, et S, ne soient 
plus convergentes dans le cas actuel, la valeur de la serie du binöme 
sera neanmoins toujours comprise entre leurs valeurs respectives, et puis- 
que s, et s,; coincident toujours pour x, lexpression de sera en- 
core la m&äme comme cı-dessus (18. et 43.), savoir: 


45. Rz its a = 1, et 
46. Rz = (1 = sı a = +1. 


= 
-. 
23° 
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Mais ce qui a td dit plus haut de la valeur de r» n’est plus applicable 
aux cas actuels, puisque par exemple dans la formule (21.) c n’est plus 
>1ı, condition necessaire du resultat ci-dessus. Il faut donc recourir ä 


expression generale de r,. Elle est dans les cas actuels d a=+1. 


K(k—1)(k—2).... k—(n—1) 
1.2.3... 


Cette expression donne pour 2=x, comme !on sait, 

48. r,=0, ı 49, A<—1, 
Done ss e=—1, on a en vertu de (45.): 

50. R=8, pur i>—ı ee R=x, pur Ä<—1, 
etsı ona, suivant (46.) 

=0, pour Z>—ı et =x, pour 
Donc la serie 

52. + k,o.... 

est divergente ı e=—ieta=-1, k dtant <—1, et convergente si 
e=1eti>b—iı Sia=—1et k>—1, le probleme de la conver- 
gence de la serie (52.) est inddtermind et ne peut resolu A moins qu’on 
ne connoisse la loı suivant laquelle 1-+@ converge vers la limite 0. 

Les resultats que nous venous de trouver different comme on voit 
en plusieurs points de ceux qu’on donne ordinairement, surtout en ce qui 
regarde l’application de la methode des series-limites au cas ou la partie 
a de la base 1--a est positive, et les limites entre lesquelles @ doit &tre 
compris, s'ıl existe des lımites finies du reste. Ceite difference des re- 
sultats semble meriter l’attention, d’autant plus que l’objet du probleme 
entre dans les @lemens. 

En appliquant, comme nous venons de le faire, la methode de d’Alem- 


bert a la recherche de la convergence de la serie du binöme, lexpres- 


. - x(=o)+k__ 1 x(=o0) 
sion gönerale du reste du binöme #,.k—n.A” 


n’est pas entree en calcul. A loccasion nous reviendrons aA notre probleme, 
en operant directement sur cette expression identique. Üela se fera par l’ap- 
plication de la methode generale d’evaluer les restes des series developpees 
suivant les difierences au lieu des dıflerentielles, methode que j’ai presentee 
dans un me&moire lu a l!’Acaddmie des sciences de Berlin en Janvier 1528, 
Elle s’applique au theoreme gen&ral deTaylor d’une maniere semblable a 
celle qua donnde Mr. Lagrange pour l’&valuation des restes de la serie 


particulicre de Taylor et qui a et& perfectionnce par Mr. Ampere. 


> 
4 
Ä 
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15. 
Recherches sur les eXpressions des puissances des cosinus 
et sinus en cosinus et sinus des arcs multiples, ei sur 


les expressions reciproques. 
(Par l’Editeur.) 


Dopuis quelques anndes on a beaucoup discut&e les developpements des 
puissances des fonctions angulaires a exposans quelconques et des cosi- 
nus et sınus des arcs multiples. Neanmoins cette matiöre ne semble pas 
encore avoir &t@ mise dans tout son jour. Car, d’un cötd les resultats 
auxquels on est parvenu ne s’accordent pas parfaitement entre eux, et 
de l’autre cöte, les recherches par lesquelles on a peut-Ötre le mieux 
approfondi le probleme, ne jouissent pas partout de cette clartd et de 
cette elögante sıimplicite quı est le caractcre essentiel de la verite. Lie 
probleme n’etant donc pas Epuise, j<“spere qu’on ne me blämera de le 
reprendre ıci. Je vaıs offrir ce que jaaı trouve en discutant de nouveau 
cet objet. 


I. Expressions des puissances des cosinus et sinus en 
cosinns et sinus des arcs ımultipies. 
1. 
Puisque (cosx Zsınz) (cosx -- Zsinx)=1, &etant on peut 


au lieu de cosw +isinx, et par suite cosx 


serire 


1 
—— au lieu de 2cosx. Donc on a: 
cosx 


1 n 

et en vertu du theoreme du binome 
+ isinx)"-+ m, (cosx +isinx)" (cos 
en designant les coöfhiciens binomiaux par 772,, 
(cosx tisinx)” etant egal A cos on a 

(2c005x)" = cosmx + m,cos(m—2)x + 

+ i(sinmx + m, sin (m + 
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et cos(c +27), ou est un nombre entier quelconque *), etant egal 
cosr, lexpression generale et complete de (2cosx)” sera 
1. (2c0osx)"= cosm (sc+2ns) Hm, cos (m—2) m; cos (m—4)(c+2nr) .... 
+ i[sinm 4 m, sin (m—2) + m, sin (m—4) ....]. 
Pour abr&ger nous indiquerons la premiere ligne ä droite par S cosm(c+2nr) 
et la seconde ligne par 7Ssinm(c+ onm). On Ecriroit pour une autre 
valeur de 2, par exemple 1, Scosm(x-- 2%) et iSsinm(x+2ur), et 
pour n==0, Scosmx et ZSsinmx. De cette sorte on aura 
2. (2c05x)” = Scos(m +2nm) + 2ne). 

Les formules (1. et?.) representent, comme on sait, toutes les va- 
leurs differentes que (2cosx)” peut avoir. Il s’agıt maintenant de reduire 
et de sımplifier les expressions autant qu’il sera possible, et de trouver 
les valeurs particulieres, toutes r&elles et toutes imagınaires de (2c05x)”, 
siıl yena. 

2 


Nous nous bornerons aux cas ou m et x sont reels. Il est vrai 
que les expressions cı-dessus ont egalement lieu sı möme x et m etoient 
de la forme generale p-+9g7, mais nous laisserons ces cas de cöte. 

I’exposant peut ou positif ou negatif, mais on peut le 
supposer toujours positif. Car si m &toit negatif, par ex. m—=—u, il 


n’y auroit qu’a developper 


© r ou l’exposant x est positif. 
cos 


base 2cosx de la puissance (2 05x)” peut &ire egalement posı- 
tive ou negative, suivant que l’arc x tombe entre 27 —4)% et 27 +4)r, 
ou entre (@r-+-})r et (2r43)r, mais on peut toujours reduire le cas 
ol 2cosxr est negatif A celuı ou cette quantitd est positive. Car si x est 
un arc dont le cosinus est negatıf, @—” sera un arc dont il est positif 
et de Ja m&me grandeur. Donc on a pour ce cas 2 cosx =—2.c005(c— F) 
et par suıte 
3. = (— 1)" (2co0s(x — #))”. 


*) Toutes les fois qu’un point sera mis au dessus d’une lettre, ce sera pour indiguer que cette 


letire doit exprimer un nombre entier quelconque. Par exemple n, 4, P, »... exprimeront des 
nombres entiers quelconques. Cette notation tres simple, si elle Etait generalement adoptee, 
epargneroit beaucoup de müuts et perfertionneroit l’art d’ecrire algebriquement. 
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Donc on pourra appliquer immediatement leexpression des puissances m: 
des cosinus positifs aux puissances des cosinus negatifs, en derivant seu- 
lement au lieu de x et multipliant par (— 1)”. 

Un arc quelconque x et un autre, moindre ou plus grand dun 
nombre pair quelconque 27 de circonferences, ayant toujours pr&cisement 
le m&me cosinus et le möme sinus, on pourra toujours, Si x est un arc 
plus grand que ceux qui sont compris entre —ir et +4, lui substi- 
tuer un de ces derniers, sans diminuer la generalit@ des formules. 

En dernier lieu, si x d&signe un arc compris entre — et 0, l'arc 
sera compris entre —3# et +37. Donc lexpression de (2c0s x)” 
pour tout arc entre — 37 et 357, sappliquera sur le champ ä celle de 
(2sinx)” pour tout arc entre — et 0, c’est-ä-dire dont le sinus est ne- 
gatıf, sı lon y Eerit seulement x-#3= au lieu de x et qu’on multiplie 
par (—1)”. De la mö&me maniere si x est un arc compris entre O et 
#, VYarc tombera entre et +37. Donc pour avoir lexpres- 
sion de (2sinx)” pour les arcs entre O et =, c’est-A-dire ponr ceux, dont 
les sinus sont positifs, ıl n’y a qu’a ecrire c—%r au lieu de x dans la 
formule qui donne (2c0s%&)” pour les arcs entre —!r et +!r, ou dont 


les cosinus sont positifs, 
II suit de la, que toute la recherche des puissances des cosi- 


nus et sinus pour un exposant et un arc quelcongue reels, peut ötre re- 
duite ä celle de (2cosx)” pour un 7» positif et pour un © compris entre 
— ia et +3@. Donc tout ce qui va suivre sera soumis ä cette re- 


striction. 


Soit 
[cosm (cz -+2v®) isinm (x-- 2ym)} [cos2ur+ isinam um], 
cos (nm —2)(c ann) = 
[cos(m—2)(c+2,7) + [c0s2(m— 2)ur + 
cos (n —4) + isin (m —4)(cH — 
[cos(m— +7 [cos2 (m —4)ur + 


etc.; et puisque 
cos2 um 


I 


cos2(m—2) um = cos2(m—4ur. ... et 
sin 2(m —2)um = sın 2(m—4)um. 


sin2mur 
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cela donne 
4. (2005%)" = (cos2m ur + isin2m ur) [S cosm(x-+2y7) + iS sin m(xz+-2ym)]. 


D'un autre cöte sı dans la formule (1.) on fait c=0, on trouve 


(+ 2)" = cos2 (1 + m, + 
Mais 1+ m + m,....=2”, donc 
Cela fait voir que le premier facteur ä droite dans (4.) peut ätre repre- 


seni© par (-- 1)” parceque 2 et u sont arbitraires tous les deux. Donc 


on aura 
6. (2cosx)" = (+ 1)” [Scos m ( + + sinm (x +2 


Cela pose, nous remarquerons que toute puissance @”, dont leex- 
posant 7m et la base @ sont reels et positifs, peut Ötre presentde sous 


7. = 
la|”" designe une valeur reelle unique et absolue. Cette expression re- 
pr&sente toutes les valeurs que @” peutavoir. Mais elle n’est pas la seule qui 
On peut exprimer cette puissance egalement par 
0" = (p+ 
Voyons en quoi consiste la difference des deux expressions (7.etS.). Les 
valeurs differentes de (+1)” ont, comme on sait et comme le fait voir 


expression (d.), la propriete que, quelconque d’entre elles etant de- 


la forme 


peut representer «@”. 


signee par @, les autres sont 
multipliant (-+1)” par une puissance quelcongte entire de z, on repro- 
duira toujours toutes les valeurs de cette quantitdc. C'est le cas de la 


Dans ceite formule la quantite |a|” de l’expression (7.) est 


formule (9.). 
Cest pourquoi le 


multipli& par une puissance entiere quelconque de «. 
facteur de |@|” y paroit sous la forme p*+g:. En effet cette quantile 


n'est autre chose que 
Mais il y a une autre difference entre les deux expressions (7. et S 


La 


quantite (-+-1)” peut avoır toujours une valeur toute reelle, car n dans 


(5.) peut egal a zero, et sı est tel que 2m puisse 


elle peut aussi avoir deux valeurs toutes imagıinaires. 5 en 
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vertu de (+ 1)" |e|”, la puissance a” doit avoir &galement des va- 
leurs toutes reelles ou toutes imaginaires, puisque |a|” est reel; et ces 
valeurs particulieres doivent ötre exprimdes @galement par les deux for- 
mules (7. et 8). Isa difference de ces formules est, que dans (8.) les va- 
leurs toutes reelles ou toutes imagıinaires de (+-1)” ne seront pas ne- 
cessairement combindes avec des valeurs semblables de p+yi; les va- 
leurs particulieres de (+ 1)” seront plutöt combindes avec des valeurs 
de p +9: de ceite derniere forme, et il faudra des valeurs de (+1)” de 
la forrme P+0i, combindes avec des valeurs de p +9: de cette forme, 
pour donner les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de @”. En 
effet, expression (8.) n’etant autre chose que 
10. 0" = (+1)" (Je|”. «*), 

on voit que la valeur &° de (+ 1)” qui est toute reelle ne peut donner 
la valeur toute reelle de a”. Elle en donne la valeur a |a|” qui est de 
la forme p-+g:. Ce n’est que la valeur @’ de (+1)”, qui produit la 
valeur particuliere, et cette valeur @” est elle möme de la forme p+ pi. 
Dans la formule (7.) au contraire les valeurs toutes reelles ou toutes 
imaginaires de (4-1)” donnent aussi necessairement celles de @” de 


cette forme. 


La formule (6.) pr&sente la puissance (2cosr)” sous la forme (®.), 
et c’est evidemment le nombre arbıtraire y qui produit Ja multiplicite 
des valeurs du second facteur ä droite. Sı donc on veut connoitre les 
valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de (2cosx)” et notamment 
les tirer de celles de (+ 1)", ıl faut chercher ä reduire la forme de l’ex- 
pression (6.) a celle de (7.), c’est-a-dire, ıl faut soumettre l’expression 
(6.) a la condition que les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires 
de (+ 1)” doivent comporter les valeurs semblables de (2 cosr)”. 

En vertu de cette condition on aura 

11. Ssinm(c-+ = 0, 
car sı iSsin m(x -H 2v) n’etoit pas zero, cette quantite se combineroit 
avec les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de (+1)” et pro- 
duiroit une partie imaginaire dans le premier et une partie reelle dans 
le second cas, qui, suivant I’'hypothese, ne doivent point exister. 

L’expression de (2cosx)” (6.) se reduit donc a 

12. (2c05x)" = (+ 1)" Scosm(x-+2 v7), 
Crelle’s Journal. d. V. Bd. 2. Ift. 
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6. 
Maintenant il sagit de chercher la valeur du nombre arbitraire v 
pour laquelle la quantite Ssinza -+2y7) peut zero. Cette valeur 
de y donnera ensuite celle qui convient au facteur Scosm(x-+2vr) (12.). 


En developpant les deux quantites Ssin (o--2y7) et Scosm (c+- 
on trouve: 
13. = cos2myr Ssinmx + sin2mvr Scosmx etc., 
14. Scosm(x--2vr) — myr Scosm x — sinamyr Ssinmx. 
Puisque la premiere de ces quantites doit &tre nulle, on tire de l’equa- 
tıon (13.) 
Ssinm® __ _sinma-- m, sintm—2)r-- m, .... 


15. tang2mır — Scosmx cosmatın, cos(m—2)c m, cos(m—4)& ...." 


Dans cette dquation la quantitd tang2myr ä gauche est discontinue, 


puisque y.ne peut ötre qu’un nombre entier. Elle ne peut varıer que 
Ssinmx 
m& 
nue, et sı elle varie avec x, cela ne peut se faire qu’insensiblement. 
Il suit de cette contradiction que la quantite a droite est ınvarıable 


et que parconsdquent celle a gauche le doit &tre egalement, c’est-a-dire 


par intervalles.. Au contraire la quantite — a droite est contı- 


qu’une seule et m&me valeur de v doit convenir dgalement ä toutes les 
valeurs differentes de x, ou qu’au moins y ne peut avoir d’autres valeurs 
que celles qui donnent une seule ou me&me valeur ä tangamyr, ou ce 
qui est la möme chose, A sec2mvr ou bien ä cos 2myr et sinamvm. 

On tirera la möme conclusion de lequation (12.). Dans cette &qua- 
tion la quantite (2cosx)” gauche est continue et celle Scosm(x+2v7) 
est en partie discontinue et ne varie que par intervalles, sı y change 


de valeur, puisque dans ce cas cos2 my et sin2rmVz ne conservent pas 
la m&me grandeur; comme le fait voir l’expression (14.). 
T. 
Puisque les mömes valeurs de cos2myr et sin2 conviennent 
a toutes les valeurs differentes de x, on pourra choisir indifferemment 
une valeur quelconque de x pour trouver celles de cos2mvr et sin2mym. 
Choisissons la valeur zero de x, parceque nous pourrons trouver pour 


cette valeur celle de v. Si Fon fat x=0, on a Ssınmc=0 et 
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m,+.... = 2”, en vertu de l’equation (14): 
Scos(x-+2V7) = cos2myr.2”, et en vertu de celle (12.): 


(+2)” = (+ 1)” cosa mym.2”. 


De la on tıre 
16. cos2 = 1. 


C'est la valeur cherchde de cosmyz. Elle donne sin2mr—=0, et puis 
en vertu des €quations (13. et 14.): 
17. = Ssinmx et 


18. Scosm(c-+2vr7) = Scosma. 


8. 
En introduisant l’expression (18.) dans celle (12.), on aura 


19. = (+ 1)"Scosmx, 


20. (2c0sx)” 
(cos +isinamn) [cos2 x m, cos (m —2)x m,cos(m—4)x....]. 
ou 2 est un nombre entier arbitraire. 

Voila lexpression complete cherchee de (2c0sx&)”. Conjointement avec 
cette expression ıl subsistera toujours l’&quation (17.), c’est a dire l’equation 
21. sinmx -F m,sin(n—2)x + m,sin(m—4)x.... = 0. 

9. 
Les &quations (20. et 21.) supposent x compris entre et r. 
Sı x est compris entre et il faut derire 27 au 
lieu de x dans les deux &quations. Si x est compris entre —!r et 
c’estä dire si cos® est negatif, iln’y a quwä &ecrire c—7 au lieu 
de x et a multiplier par (—1)” comme nous lavons fait voir (). 2.). 
Donc on a pour les cosinus negatifs: * 
22. (2cos x)” = (—1)" [cosm + m, -Fm, 
ou bien | 
23. (cos2m(n- 1)rtisinam(r+ 1)7) 
x [cosm (x — + m, cos (m — 2) (x — 7) + m,cos(m —4) (2x —7)....]. 
L’equation (21.) est dans ce cas 
24. sinm(cx—7) m, sin (m—2) (x — 7) + m,sin (m—4) (c—7).... =0. 
Pour les puissances des sinus on aura en vertu de (f. 2.) pour les sinus positifs 
25. (2sinx)” = 
(cos + isin Imnr) [cosm m, 
et pour les sinus negatifs: 
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26. (2sinz)” = (cos +1) +isin?m (nt 1) x) 
x [eosm cos(m—2)(c+$r) + m; cos (m—4)(c+37)....]. 
10. 
En developpant l’@quation (?1.) on trouve: 
sin m, sinmxcos2xc-+ 


= 0 
— m, cosmxsin22r — 


et de la: 


m, sn? c--m,sin4--m, sin6.x.... 


1-+ m, m, m; cos6x.... 
Cette Equation aura lieu pour une valeur quelconque de x, comprise en- 
tre — et +37. 
Puisque la quantite sin sin (m —2)c + m,sin(m x... 
est ınvariable et nulle, leurs differentielles le seront egalement. Cela donne: 
m cosmx-- m, (m—2) cos (m—2) + m,(m—4) cos(m—4)x.... = 0, 
28. sin mc m, (m—2)’ sin(m—2) x + m,(m—4) sin (m—4)x....= 0, 


et generalement: 
29. m*sinmx m, (m—2)* sın (n—2)x + sin 
et 
30. mHcosmx tm, 
De la on tire, en developpant: 
m, (m—2)* sin 204 m, (m— sind + m; (m—6)* sin6.x 
m, (m—2)* cos?x +m,(m— 4)? cos4x + m,(m—6)* cos6x. ... 
mt m, (m— (m— 2)*Hcos4x.... 

m, (m — 2)+ sin 22-4 m, (m— sin4x.... 
L’&quation (32.) donne, en supposant x = 0: 

33. Imst m, (m — + m,(m — .... 

pour une valeur quelcongue positive de m. 


27. tangmx = 


tangmx = 
et 
32. tangmı=— 


11. Expressions des cosinus et sinus des arcs multiples en 
puissances des cosinus et sinus des arcs simples. 
11. 
La formule 
34. cosmx+isinmx + isinx)” 
a lieu, comme on sait, pour un 72 et un x quelconques. Mais nous nous 
bornerons comme ci-degsus aux cas ou x et = sont reels. 
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Puisque cosx = cos(c+2n7) et — sin(c-+227), la for- 
mule (34.) donne 

35. cosm(c+ ana) + sinm (x (cosx 
et il s’agit de trouver les expressions de cosmx et sinmx en puissan- 


ces de cosx et sın. 
12. 


Nous remarquerons d’abord qu’on pourra toujours ramener les cas 
ou cosx ou Sinx est negatıf a ceux ou les cosinus et sinus sont posi- 
tifs. Car si x est un arc dont le cosinus ou le sinus est negatif, le 
cosinus ou le sinus de <—7 sera positif, et on aura 

36. cosmx = cosm (x— 7) cosm# — sin m 7) sinm7, 

37. sinmz = sinm(<—7)cos mr + cosm(x—r)sinmr, 
et Yon pourra appliquer immcdiatement a ces formules les expressions 
qu’on aura trouvees pour les cosinus et sinus positifs. 

Les cas des n» negatifs se reduisent sur le champ ä ceux de m 
positifs, car cos— mx = cosmx, et 

On pourra donc toujours supposer cosx, sinx et m positifs. 


13. 
Mettons la formule (35.) sous la forme 


cosm (x +2n7) — ou bien 


(c+2n7) Fisinm = |cosx]|" (+ 1)" (1+itangx)”: 
ulsque . 
(+ 2)” == 
on aura 


38. cosm(cH Onn)+isin m(x-H2n7) vr+isin amya)(ıti tgx)” 
En developpant le dernier facteur ä droite, on trouve 
39. (x +22) |cosx&|” (cos2 vr +isin2myr) 
x | 1—m,tang x’ + m,tangx®— m,tangx... | 
tangxe — m,tangx’+ m,tangx°....) 
et en multipliant les deux derniers facteurs a droite: 
40. cosm(x + isinm(c+2n7) 
—=]|cosx|” | 6052 m,sin 2mVrtangc— m,cos2myrtangx° 
+ m,sin2myr tangx°’-+ m,cos2 tangx*.... 
+i(sinamvr + m,cos2 m Vmtange— m, sın2 m vrtangx* 
t — m,cos2myr tangx’ + m, sin2myr tangr*....) 
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Puisque les parties rdelles et les parties imaginaires de cette formule 
doivent &tre “gales separement, on en tire: 


41. cosm(e+2nr7) |cosx|” (cosamyr — m, sin2mvrtangx 
— m,cos2myrtangx® m,cos2mvztangx*....), 


"(sin2mvz + m,cos2mvyrtangx 


42. = |cosx® 
— m,sin2 tangax®— m,sin2mvatangx*....). 
Il s’agit maintenant de trouver les valeurs de y quiconviennent A une 


valeur donnde de 2. Pour cela nous remarquerons que les formules (41. 
et 42.) ont &t& soumises A la condition que Cos® soit positif. Donc pour 


trouver v, on y pourroit faire x=2r7; car en vertu de la condition 
etablie, les valeurs de x doivent ötre comprises entre et (2r-+1)r, 
d’ailleurs il est clair, que pour une valeur döterminde de ou plutöt 
de cosa my et sin2myz, et pour une valeur donnde de 7, il ne peut 
convenir qu’une seule et m&me valeur de vä tous les x compris entre 
et (27-H1)r; car sans cela la quantitd droite varieroit par 
intervalles, pendant que celle ä gauche varie suivant la loı de la conti- 
muite, ce qui est impossible. Mais la valeur 2r7 de x ne donneroit pas 
explieitement la valeur correspondante de y, comme cela est facile ä voir. 


I! faut supposer r=0 sı l’on veut la trouver, c’est a dıre © =0, et 
cela est permis, car on ne dıminue pas la generalite des formules en 


eerivant seulement 2n7z au lieu de 277-4+2n=. Mais ıl y a ä remar- 
quer qu’en supposant x@==0, on reduit les formules a n’etre desormais 
applicables qu’aux cas ou x est renferme& entre les limites —}z et +47. 

La supposition <= 0, faite dans les formules (41. et 42.), donne: 


43. c0os2mnz = cos2myz et sin2mn% sin2mvr, 
donc on a 


44, cosm (r + 2nm) |cos [cosa2 m —m,sinzmnrtangz 

— m,cos 2m + + m,cos2 
45. sin a = lcosz]" [sin2 mr m,cos2mnrtangr 

— Mm sin2mnztange’— m, sinamn#tangz*....], 


ou est arbitraire. En supposant on a 


\ 
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46. |cosz]" (1— m,tangz’ + m,tangx’— m,tangz“....), 
47. sinmz = |cosz|” (mtangr — m,tangz’—+ m,tange°....).| 
Voila les expressions completes des cosinus et des sinus des arcs 
multiples en puissances de cosinus et sinus des arcs simples. Ces for- 
mules sont soumises a la condition que z soit compris entre —!7 et 
+47 et que m soit reel et positif. | 


Puisque coszzz a la möme valeur pour un z positif ou negatif 
de la m&me grandeur, et que sinme—=—sinmz, si x est negatif, il 
faut que les formules (46. et 47.) se reproduisent, au signe pres, si l’on y 
met —x au lieu de +z. C'est ce qui a eflectivement lieu comme il 


est facile de voır. 


14. 

Mais les r&sultats (46. et 47.) sont encore soumis A une autre re- 
striction. Car en examinant le developpement general (39.) on verra 
sans peine, que la serie a droite cesse d’ätre convergente, si tangr est 
plus grand que l’unite, Donc, passe e= +47, les expressions (46. et 47.) 
ne sont plus hors de doute. Il faut donc borner leur application aux arcs 
compris entre —$7z et +37 et ıl s’agit de trouver d’autres formules 


pour les arcs plus grands. 
Cela se fera comme suit: 


l. Si x estun arc entre 47 et $=, larc #—4}7 sera compris entre 
—ıi7 et +37, et les expressions (46. et 47.) seront applicables a ce der- 
nier arc. Puisque 

48. cos(r—37) = +sinz et tang(r—;7) = — cootr, 
les formules (46. et 47.) donneront 
—= |+sinz|” (1— m,cotz? + m,cotx*....) et 
sin n(£—37) = — |+ sinz|” (m,cot2— m,cotx’....). 


Isinmx = sinm(z— + cosm(r—37)sin: ma, 
donc dans ce cas 
51. coomz = |+sinz|” [+ nm — m,cotz°+ m,cotz*....) 
— sın 3 (m, cot e— m, cotx°....)]- 
|+ sin [— cos3 m (rm, cote— 


52, sinmı = 
— (1— m,cotz?+ m, cotx*....)]. 
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II. Sı Yarcx tombe entre 37 et $”, larc sera compris entre 
—!7 et +47, donc on peut se servir des formules (46. et 47.). 
On a 
93. = — et tang(c—7) = + ange, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
54, —= |— cosx/[”(1— m,tangx’+ m;tangx’....) et 
sin m (c—7) = |— cosx|” (m,tangx — m;tangx°....). 
Mais 


cosm + sinm (x<—r)sinmr et 


55, jeosmx 
sin m —7) — C05 N (C— 7) sin 


sin mx 
donc: 
56. cosmx = |— c05x|” [cos (1 —m,tangx” + m,tangx*....) 
+ sinzna(m tange— m,tangx°....)] et 
97. sinmx = |— cosx|” [cosmr (m, tange— m,tangx°....) 
— sinmz (1—m,tangx’+ m,tangx*....)] 
dans ce cas. 
II. Sı x tombe entre $7 et 37, larce sera compris 
entre — 47 et + 47, donc les formules (46. et47.) conviendront ä ce dernier. 
On a 
99. —37) = — et tang(x—37) = — cotz, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
jeosm (2—37) = + |—sinx]” (1 — m,cotx’+ m,cotx*....) 


sin nm (2 —37) = —|— sinx|” (m, cotx — m;,cotx°....). 
Maıs 
go, = cos m (x—37)cos3 mr + sinn (x —37)sind mr et 
Isin mx = sin 37) cos; ma — 
one 
61. |—sinz|”" [++ cos3 mr (1— m, cotz?+ m;,cotx*....) 


— sin2mrz(m,cotz — m,cotz’....)] et 
62. sinmr = |— sinz|” [— cos} mr (m, cotx— m,cotz°....) 
— sınz mz (1— m,cotz?’ m,cotz*....)] 
dans ce cas. 
IV. Sılarc x tombe entre 7 et27 larc r— 27 sera compris entre 
— 7 et 0; donc les formules (46. et47.) seront applicables ä ce dernier, 
On a 
63. —27) = +cosr et tang(r—27) = + tangz, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
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64, (C—27) cosx|" (1 —,tangx=® +m,tangx*....) et 
sin n (C—27) |+ c0s&]|” (m, tange — m;tangx°....). 
Mais - 


g5, jeosmx = cosm (c— 27) cos2 mr + sinm (x —27)sin2mr et 
Isinmx sin m (EC — 27) 7 — 27)sin2 m, 
donc 


66. cosmx nm m;,tangx*....) 
+sin2mr(m,tangce— m;tangx’....)] et 
67. sinmx = |+ c03x|” [cos 2 m 7 (m, tangx — m,tangx’....) 
— sin2ma (1—m,tangx®+ m;tanga‘....)] 
dans ce cas. | 
V. Si Yarc x est plus grand qu’'un autre compris entre 0 et 27, | 


d’un nombre 2n de civconferences, larc sera compris entre 
et 27; donc l'une ou l’autre des formules ci dessus lui sera applicable. 
En supposant pour abreger: 
68. 1— m,tangx’—+ m,tangx— m;tangx’....—=(,, 
69. m, cotx’ + m, cotx*....=P:, m, cotz — m, cotx? .... = (,, 
les formules trouvees donnent les suivantes: 
—= |+cosx|"”P,, 
sinmx |+cosx|”Q,, 
pour les arcs entre O et 47; 
IT. +|+5sinx|” [+ P,cos$ mr — Q,sini mr], 
sinmx = —|+sinx|” [+ P, sing nz + Q,costmr], 
pour les arcs entre 47 et 37; 
= +l—cosx|” [+ P,cosmr + Q,sinmr|, 
sinmx = —|—cosx|” [+ P,sin — Q,cosmr|, 
pour les arcs entre $7 et 37; 
IV. = +|—sinx«]” [+ mr — Q,sinimr|, 
sinmxz = — |—sinx|” [+ + mr], 
pour les arcs entre 3” et 47; 
V. —= Q,sin2 nz], 
= |+cosx|” [—P,sin2 + (Q,cos2m]|, 
\pour les arcs entre 77 et 27. 
Maintenant on a: 
= 4 oosr, tang (x — tangx, 
71. . 
sin (@—2n7) = +sinz, cot (e—2n7) + cotx, 
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II. Sı Varcx tombe entre $7 et $”, sera compris entre 
—!7 et +47, donc on peut se servir des formules (46. et 47.). 
On a 
93. = — et tang(x—7) = +tangr, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
54, — |— c05x|” (1— m,tangx’ et 
sin n(c—7) = |— cosx|” (m,tangx — m;tangx°....). 


Mais 
55, = cosm (x—7)cosmz + sinm (c—r)sinmr et 
= sinMm (x — (C— 7) 
donc: 
56. cosmx = |— cos [cos m z (1 — m,tangx” m,tangx*....) 
+ sinzaa (m, tange— m; tangx’....)] et 
97. sinmx = |—cosx|” [cosmrz (m, tange— m,tangx’....) 


— sinmz (1 —m,tangx’ + my,tang ....)] 
dans ce cas. 
Ill. Sı Tarc x tombe entre $7 et 37, larc <—237 sera compris 
entre — iz et + 47, donc les formules (46. et47.) conviendront ä ce dernier. 
On a 
98. —37) = —sinz et tang(x—37) = — cotx, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
sg, jeosm (2 — 37) = + |—sinz|" (1 — m,cotx’ + m,cotx’....) 


sinn (2 —37) = — |— sinx|” (m, cotx — m,cot%°....). 
Maıs 
go, = cosm (x —37)cos3 mr + sinn (x et 
Isin mx sin m(c— 37) — 
donc 
61. cosmz = |—sinz|”|[-+ cos; m (1— m,cotz*....) 


— mr (m, cotz — m,cotx’....)] et 
62. sinmr = |—sinz|” [— cos} mr (m, cotx—m,cotz°....) 
— (1— m,cotz’-+ 
dans ce cas. 
IV. Sılarc x tombe entre 37 et27 larc r— 27 sera compris entre 
—; et 0; donc les formules (46. et 47.) seront applicables a ce dernier. 
On a 
63. cos(e—27) = +cosr et tang(r—27) = + tangrz, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 
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|+ cosx|”" (1 — m,tangx® + m,tangx*....) et 


64. (2—27) 
(m, tangx — m;tangx°....). 


sın n (C— 27) 


Mais 
65 cosmx cosm(x— 27) cos2 mr + sinm(x—27)sin2mr et 
sin nx = sinm (C— 27) — 27) sin2 rm, 
donc 
66. cosmx |-+cosx|”[cos2 m —m,tangx’ + m,tangx*....) 


+sin2mr(m,tange— m,tangx’....)] et 
67. sinmx |+c03x]|” [cos2 (m, tangx — m;tangx’....) 
— sın2mz (1—m,tangxz’+ m;tangx‘....)] 
dans ce cas. 
V. Si Yarc x est plus grand qu'un autre compris entre O et 27, 


d’un nombre 2n de civconferences, l’arc C—2nT sera compris entre 0 
et 27; donc l’une ou l’autre des formules ci dessus lui sera applicable. 
En supposant pour abreger: 

68. 1— + mitange— 
69. m, cot x” + m, cotx*....=P:, m, cotx — m, cotx?.... (,, 
les formules trouv&ees donnent les suivantes: 
—= |+cosx|"”P,, 

sinmx = |+cosx|”Q,, 
pour les arcs entre O et 47; 
IT. = +|+sinx|” [+ P,cosz mr — Q,sin$ mr], 

sinmxz = —|+sinx|” [+ P,singzmz + Q,cosimr], 
pour les arcs entre 47 et 37; 


sinmx = —|—cosx|"[+ Q,cosmz|, 


pour les arcs entre $7 et 37; 

IV. = +|—sinx|” [+ P,cos; mr — Q,sin$ mr], 
sinmxz = — |—sin [+ P,sin$2mr Q,c0s} mr], 

pour les arcs entre 37 et 47; 

sinn® = |+cosx|” + (Q,cos2 mr], 

(pour les arcs entre et 27. 

Maintenant on a: 


= 4 cost, tang (x — = -+tangr, 
sin(c —2n7) = +sinz, cot(r—2n7) = + cotx, 
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coomx +|—cosx|”" [+ P,cosmrz + Q,sinmz], 
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do 


nc les quantites P,, Q,, P,, Q, et les facteurs |#Fcosx|” et |+sinx|” 


sont les mömes pour les arcs x et pour les arcs ©—?2n7. Ona en second lieu: 


72. 


jeosznx = cosm (x —2nm)cos2mnr + sinm(e— et 


Isinnz — sin za (X —cosm(x —2nr7)sin2mnz. 


Donc sı dans ces dernicres formules on substitue au lieu de cosm (x —2n7) 


et 


18. 


sin zn — 2nz), les expressions ci- dessus de cos 2 x et sin 2x, on trouve: 
f + Q,sinamnw], 


sinmz |-+ cosz|"[Q,cos2 m — P,sinamna], 
|+ sinz|” [(P,cosg mr — 
— (P,sınzm + Q,c0s4mr)sin2 mn 
sinmzx = |+sin z|” [—(P,sin$ + 
— (P,cos 3 (),sin $mr)sin2 rn nr], 
cosmxz |—cos«|" |(P, + Q,sinmr)cos2m n% 
— (P sınmz —(),cosm7) 
|— cosz|” [—(P, sin m# — Q, 
— (P,cosmr Q, sin sin 
coszmx |—sinz|” [(P,cosz Q,sin imm)cosamnr 
iv. — (P,sin 3m + Q,cos$mr)sin2mn 
sinzanx = |— sin x|” [—(P, sin mr + Q,cos} mr) cos2 mn 
—(P,cos$ ms — (),sin? mr) sın 2m na], 
cosmxz—= |-+ cosz|” [(P,cos2 m + Q,sin2mr)cos2 mn 
+ (—P,sinam# + (,cos2 mr) sinzmna], 
sinzaz |+ cosz|”" [(—P,sin2n7 + Q,c0os2 mr) 
1 — (P,cos2m# + Q,sin2mr) sinamnz]. 


Cela donne, en reduisant: 


4. 


f cosmz=—=|-+ cosz|" [+ P,cos2 + Q,sinamnz], 

sinmz— |+ cosx|"[+ 

pour les arcs entre et 

|+ sinz|” [— ‚cos(ar + I)mr—P, sin(22 + 


les arcs entre (an-+!)r et 2n+3)7; 


| 
| 
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HL peu |—cosz|”[-+ P, cos (an +1)mz-+ 0Q,sin ı)mz], 
sinmxz = |—cosz|” [+ Q,cos(2r 1) nz — P,sin(22 + 1)mr], 
pour les arcs entre (2n et (an 
coomı= |—sinz|" [-FP,cos(2n-+ — Q, sin (2n +3)7], 
sinz|" [— Q,cos @a+ 2) r—P;sin (an +3) 
pour les arcs entre (22-435)7 et (2n-+ 
cosmx |+cosz|” [+ P,cos2(r + Q,sin2(n 1) |, 

|+ cosz|" [+ Q,c0os2(n+ —P,sin2(n + 
\pour les arcs entre (an-+2)% et 2(n-+ 1)”. 

Sı x est negatıf, P,, Q,, sinz et sinzız changent de signes, mais 
P,, Q,, cosz et cosmx conservent les leurs; donc on trouve dans ce cas: 
|-+ cosz|"[+P,cos2 m Q,sinamnr], 

mz= |+ cos2|” [— Q,cos2 + P,sinamne], 
pour les arcs entre — 2nm et — 

cosmı = |— sinz]”" [— P,cos(2n mr + (),sin mr], 

|— sin z|” [— Q,cos(an + 4)mr —P, sin (2 n 7], 
pour les arcs entre — (2n + et —(2 n+3)7; 

cosmr |—cosz|" [+ P,cos(2r+ +1)7], 

mz—= |—cosz|"[— Q,cos(2n+ + P,sin(2n-+ ı)r], 
pour les arcs entre — (2n+3)r et — (an 

cosmx = |+sinz|" [—P,cos(an + Q,sin(@n |, 

mz— sinz|” [— Q,cos(22 +3)r— P;sin (27 + 
pour les arcs entre — (2n +3)” et — + 

cosmz—= |-+ cosz|"[-+ P,cos2(n + + Q,sin2(n-+ 1) 7], 

I+ cosz]" [— c082(2 + ı)7 + P,sin2(n+ 1) 7] 

(pour les arcs entre — (an +3)# et 2(n-+ı)r. 


Les formules (74.) offrent le tableau complet des expressions des 
cosinus et sinus des arcs multiples positifs, et celles (75.) le tabieau 
des expressions des cosinus et sinus des arcs multiples negatifs. 


% 
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15. 


En passant nous ferons remarquer les formules suivantes, qu’on 
tıre aisöment des expressions ci-dessus. En quarrant les expressions cor- 
respondantes de cos72x et sinzax, et ajoutant les quarres, on trouve re- 
spectivement 

76. |secx]”” = P?+0? et |cosecx|” = 
c’est-a -dire: 
77. |secx|”" = (1— m,tang’+ (m,tangx — 
pour les arcs entre et +(an + 7)7, entre +(2n 3)" et 3)” 
et entre +(2n-+3)” et +2(n + et 
78. |cosecx|”"—= (1—m,cotx’-+ (m, cotx— m; cotx?....)’ 
pour les arcs entre +(2n et +(2n-+3)r, et entre et 

Sı=tjir, on a tangr=ooxr et 
sec® —=cosecx—=y2%, done ce cas donne: 

79. + (m —m + m;..)%, 
pour un 772 quelconque reel et positif. 

Les formules (46. et 47.) donnent separement: 

80. m, + m, (m—m, + m;..)' 

On peut tirer encore d’autres expressions remarquables des formu- 
les (74. et 75.), en calculant les valeurs de cos m sin m x? = cos2 mx, 
et de 2cosmxsinax = mx. Nous ne nous y arr£terons pas. 

16. 

Les formules (74. et 75., $. 14.) expriment cosmx et sinmx par 
les cosinus et les sinus de larc x m&me. Sı Ion veut y introduire un 
arc x compris entre —4r et +47, auquel les formules (46. et 47.) sont 
applicables, on trouvera les expressions suivantes: 

I. Pour x m&me compris entre —4” et +4" les formules (46., 
47. et 68.) donnent: 

Sl. cosmx et sinmx = |cosx|”Q, 
ou 
82. P=1—m,tangx’+ m,tangx’— .... et Q=m,tange —m;tangx...., 
x etant desormais toujours compris entre et et les quantı- 
tes P, et (), &tant designdes simplement par P et Q dans ce cas. 

II. Si larc donnd tombe entre (2r —})r et (2243) ou entre 
(—2n—!)= et (—2n-+!)®, on pourra l’exprimer par wt2nr. Mais 


4 
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cosm(xH2n7) = cosmx cos2 mna sinmxsinzmna, 


sin mx cosamn® cosmxsin2@mnm, 


| 


sin m (x 


cosm(x + an) = [P £ Osinzmne], 
sinm(c+2n®) = + Psin2am 

III. Si donne tombe entre (an +!) et ou entre 
et (—2nt+t3)r, on pourra l’exprimer par (an-H-4)r, 
et l’on trouve d’une maniere semblable: 
cosn(c+(22 + = m (an + 3)" + Qsinm 
= |cosx|” [Ocosm (22 + 4)# + Psinm(an-+ 

IV. Sı Tarc donne tombe entre (an +3)” et (an +5) 7, ou entre 
(—2n+3})r et (—2n+$)r, on pourra lexprimer par et 
on aura: 
cosm (27 +1) 7)= [Pcosm (22-1) 
sin (e+(2n + 1)r7)=|cos x]” [Q cosm(2n + Psinn -+-1)r]. 

V. Sı larc donne tombe entre (2n +3)” et (an +2)7, ou entre 
et (—2n+3)r, on pourra l’exprimer par et 
Von aura: 

sin m (an +3) |cosx|”" [Ocosm (ar + +Psinm(an-+t 3) 
Les quatre couples de formules (S4. 85. 56. 87.) embrassent tous les cas, 
et il ne s’y presente que cos et les quantitcs P et Q (82.), prises toutes 
les trois pour une valeur de x comprise entre — Zr et +4. 
17. 

Les series trouvees ci-dessus pour cosmnx et sina2x vont en crois- 
sant suivant les puissances ascendentes des tangentes et des co- 
tangentes de larc x. ‚On peut demander des series qui aillent suivant 
les puissances ascendentes ou descendantes des cosinus et des 


sinus. Cherchons ces series, sil en existe. 
D’abord nous remarquerons qu’il ne s’agit que des series: 
88, P= ı— m,tangx’ m;tangx’.... et 
= m,tangx — + 
pour un x entre —4” et +47, car ä laide de ces series on peut, 
comme nous l’avons vu ($. 16.), exprimer cos72x et sin 3% dans tous les cas. 


86. 


donc: 
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18. 
Lies expressions (46. et 47.) donnent: 
sca—1 (cos &—1)? 
sg, cos X (cos ) 
9. cosmx—=cosx”\ m, et 


00. sınmı = 


cos x? cos x® 


(m, m, 
Pour plus de simplicite nous avons Ecrit cosx«” au lieu de |cosx|”; la va- 
leur absolue ou toute reelle [cosx|” de (cosx)” est sous-entendue,. La 
forme des expressions (39. et 90.) semble annoncer que cosmx et sinmx 
peuvent &ire exprimes sous cette forme: 

92. sinmx sinz(b, 5, 5,0052"... .). 
Cherchons les coefliciens @,, Q, Dis 
En developpant les expressions (89. et 90.), on trouve: 
93. cosmx cosa”(ı-m, + m, + m, + mt mess.) 
— c05x”? (m, 23, m, +3,77, +4 m, +5, +.) 
+ ( + m, + 4,m + +...) 
— ( + m, +4 m +3; ++.) 
+ cosa”* ( m + 5; Mor. ++) 
— +2, m; +3,m, + 4m, +5, m, ....) 


+ 3m; + 4m +5, 
— ( m; +4, + 


Cela posd, soit z une variable quelconque, on a: 
= m + m,z + m, + m-z.... 


Sı dans ces expressions on fait z==1, les series a droite donnent les co@fhciens 


de cosx” dans cosmx et de cos.x”"* dans 5 (93. et 94), et il est aıse de 


voir que si l’on prend les differentielles du premier ordre et des ordres 
suivans des expressions (95.), qu’on y fait z=1, et qu'on les divise suc- 
cessivement par 1; 2; 3.2; 4.3.2 etc., elles donneront les co@fliciens de 
c0osx”""*, cosx"”’ etc. de (95. et 94). Mais on voit en m&me tems que 


3 
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les differentielles des parties (1—z:)” et des expressions (9D.) 


conservent toujours la quantit&@ 1—z‘ comme facteur, et cette quantite 
est nulle pour z=1, tant que leur exposant est positif. Donc pour trou- 
ver les coöflieiens de (93. et 94.), il ne s’agit que des differentielles des 


premieres parties (1-+z°)” et des expressions (95.). Soit 
que dp donne 9, Sı, Zu avoır divise par 7 et multiplie par 2, on y met 
mn au lieude 2 —1. Donc aussi ö*p etc. donneront 09, O’g.... 
sous la m&me condition, et il ne s’agit que des differentielles de p. Puisque 
m(1-+ mp 
IL. (22°+2:)0p = mp, donc 
(z2--2)0p + ou bien 
I. et de lä 
(223422) 127209 + ou bien 
9.311. Qt 22) Op = et de la 
+ 12720°p, et de la 
IV. p = (m—6—37") + — 2720p, 
\ etc. 
Sı dans ces formules on fait z==1, elles donnent: 


I op = m 2", 


20’p=(m—3)0p, donc 
II. ®p= m.(m—3)2”, 

2 = (m—6)9’p + = m(m — 3) (m — 6)2”""" m. 2a”! 
done: 
IV. ®p=m(m —4)(m—5)2"", 

op +30’ — 

V. =m(m—5)(m— 6) (m— 

etc. 
et de la on tire en vertu de la remarque cı-dessus, savoir: qu’apres avoir 
divis& par et multiplie par 2, ıl faut mettre au lieu de —ı dans 


‚et cela faıt voır 


‚ ona: 


N 
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I. 


ll. dg = (m—2)2”7, 
98. 
IV. = (m—4)(m—5) (m —6) 2”, 
etc. 
En introduisant ces expressions dans (93. et 94.), on trouve 
99. 2cosmx —= (2C05x)" — m(2cosx)”"? + 3) (2 
m{m-—4)\(m—5) m{m—5)(m—6)(m—7) 


33 (2 + wer (20082)”? „... 


100. sın sınz "(m 2) (2C08x m} 


Voila des expressions de cosnx et sinmax de la forme (91. et 92.), 
c’est a dire A puissances descendantes de cosx. Mais il faut bien avoir 
attention que ces expressions n’ont pas lieu si 2 n’est un nombre en- 
tier. Car si >n etoit une fraction ou irrationnel, la quantite (1— z})” 
dans (95.), en differentiant ces formules, entreroit dans le denomina- 
teur, des la "* differentiation, si par exemple m» est plus petit que 
n, done si l'on y faisoit z=1, on auroit des valeurs infinies pour tous 
les coöficiens, passe le n—ı"". Donc les series (91. et 92.) sont diver- 
gentes toutes les foıs que 7» n’est un nombre entier, c’est ä dire, elles 
ne subsistent que dans ce dernier cas. 


19. 

Diailleurs sı l’on suppose que 77 soit un nombre entier, on peut 
trouver avec moins de peine les coefliciens de (91. et 92.) de la maniere 
suivante. D’abord les formules (74. et 75.) font voir que dans ce cas les 
expressions de cosmx et sin2x peuvent avoir eflectivement la forme 
‘91. et 92.) pour une valeur quelconque de x. Car sı m est entier, une 
des deux parties du second facteur ä droite dans les formules (74. et 75.) 
sevanouit dans tous les cas et ıl ne reste que la seconde; donc en sub- 
stituant les valeurs de P,, P,, Q,, Q, (68. 69.), les formules prendront 
la forme: 


101. 


] 


+ cosx” (1 m,tangx’—+ m,tangx* en...) 
+ 005%” (m,tangx — m;tangX’....), 


COSMXx 
sın 7% 


ou celle-ci: 
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102. = + sin (1—m,cotx? + m,cotx*....), 
sinmxz + sinx” (m, cotx — m,cotx?....), 
et cela fait voir que les expressions de cosmx et sinn x peuvent avoir 
toujours la forme (91. et 92.). Done on peut supposer indifferemment, 
pour une valeur quelconque de x: 
103. = 0,005%” 4 0,008x”"? et 
sinnx —= sinz(b, 
Cela pose, on trouve, en differentiant la premiere de ces formules: 
104. "sine + (mn 
et en differentiant celle-ci: 
105. m’cosmr=ma,cosx” 
— m(m—1) a, cosz”*sinz’— 


ou bıen (m— 4)(ın—5) 0,C03 sin .... 


106. m?’cosanz (rm + ın(m—1))a,cosx” 
+ [(m—2 + (m—2) (1n—3)) — ın (m—1)a,]cosx” 
+ [(m— 4 + (m—4) (m—5)) a, — (m—2) * 
+ [(m— 6 (m—6) (1n—7)) a, — (m—4) (m—5) a,] cos 


En egalant cette expression de m?cosmx äa celle que fournit la premicre 
des equations (103.), savoir ä 

on trouvera les valeurs des coefhciens @,, @,, Q, ... .; car puisque 
les suppositions (103.) qu’on a faites, sont admissibles pour une valeur 
quelconque de x, ıl est permis de supposer aussi cos?=0, comme 
cela est toujours n£cessaire, si Yon veut tirer d’une serie, egalde A une 
autre, les coefficiens indetermines quelle renferme, 

Nous remarquerons en parenthese, que dans les cas d’un n frac- 
tionnaire ou irrationnel, les expressions des cosmx et sinwmx, qui peu- 
vent prendre la forme (103.) sont bornees aux valeurs de x comprises 
entre — Hr et c’est dire celles auxquelles con- 
viennent les formules (74. 1. IH. V. et 75. I. II. V.), car les autres ex- 
pressions (74. II. IV. et 75. 11. IV.) ne peuvent pas prendre la forme (103.) 
a cause du facteur |sinx|” qui, d&eveloppe, n’a pas des termes de la forme 
|cosz]”. Mais si x est compris entre +(2r—!)r et H@r+!)r, sa 
valeur ne peut pas s’evanouir, donc on ne peut pas se servir du d&veloppe- 


ment actuel des coöfhciens dans ce cas (103.). Nous revenons ä notre objet. 
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Les coefliciens de cosxz”, cosz”* etc. dans les deux &quations 
(106. et 107.) etant egaux, on trouve 
m’a, = m’a,, 
(m— —m(m—1)a, = m’a,, 
108. \(m— 4a, — (m—2)(m—3)e, = m’a,, 
(m— 6) a, — (m—4)(m—5)a; m’a,, 


equations donnent: 


m 
a, = 
m(m —3 
(m—4)(m—5) m (m— 4) (m —5) 


eic. 
Le premier cocfhicient @, reste indetermine, mais on le tire immediate- 
ment de cosımx exprime sous la forme (89... Ilest 1 Hm, + m, 
et cette quantite est comme on sait, = 2”"* (97.L). Donc on a: 


110. 2cosmx = (2coS — ın (2 


et l’&quation (104.) donne: 
11l. sinmx = sinx® cos x)" — (m — 2) (2cosr)”"? 


 (m—4)(m—5) (m—6) 
+ (2 — 33 


Ces expressions s’accordent avec celles (103. et 104.) ci-dessus, et 
elles ont lieu pour tout m entier positif et pour un z quelconque. 
20. 

Ties &quations fondamentales (101. et 102.) donnent aussi sur le 
champ les expressions connues de cosmz et sinınz de la forme 
(ja, a,cosz" + a, cos2”*sina*.... 
in — 
Nous ne nous y arreterons pas. 
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On peut aussi chercher des expressions de la forme: 
113 —= (a,sinz" "+ el 


sinnz = ß,sinz” 
ou 
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114. = «,sinz” +2, sinz”?cos2’+ 
| sinmxz (ß, sin ß,sin + P,sinz” "cos r’....)cosz. 
‚Mais les expressions (113.), de m&me que celles (112., 110. et 111.), 
ne subsistent que pour un a entier positif. Car les valeurs de x, pour les- 
quelles les expressions gendrales (74. et 75.) pourroient prendre cette forme 
a cause des facteurs |cosz|” et |sinz|”, sont compris entre +(@r+!)r 
et +@7+3)r et entre +@r+5)# et +(27+3)m, et de toutes ces va- 
leurs de x aucune n’a zero pour sinus. 
| 22. 
Generalement les expressions (74. et 75.1. IIL V.) et (74. 11. IV.) 
ont respectivement les formes: 


dJcosmnz sin 2? sin. 
115. cosr” I». (i—m, | m, .. .) 
sın x 
9, 10050 e 


116. = siınr” I». + m, .) 

'cos.ac?3 

Mais cosz”, quel que soit n, peut &tre developpe suivant les puis- 
sances ascendantes des sınus, et sinz” suivant celles des cosinus. 
Donc cosmz et sinmnz peuvent prendre la forme d’une serie qui va en 
croissant suivant les puissances, respectivement de sinz et de cosx, c'est 
a dire on peut supposer pour un m quelconque 

117. = +o,sin® + +.... 

sinmz b,+b,sine + b,sine + + .... 
dans les cas (74. et 75. I. IIL et V.) et 
118. — @,+0,cose + + 2,c052°.... 
sinmz ß,+Pß,cose 
dans les cas (74. et 75. Il. et IV.), et il s’agit de trouver les valeurs de 
coefliciens indeterminds de ces series. 

En differentiant la premiere des series (117.), on a: 

119. — + 20,sinzcose + 3a, sinz?cose + 4a, sinz’ cost... 

et en dıfferentiant de nouveau, on trouve: 

— m: cosmr = — 2a,sin —50,sin?°.... 
+ 2°? 4.3.0,sinz’cosz’+ 9.4.0, sin 

ou bien: 
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120. m’cosmz=a,sinr+ 20,5in? +3o,sine+4a,sinz*.... 
| 
— 20,— 3.2.0, sin er — 4.3.0, sin 9.4.0, sin 2 —6.5.0,5in*. ... 
En egalant cette expression ä& celle 
121. m?cosmz = m’a,t m’a,sınz + m’a,sin 2’ m°a, sın + m*a,sın 
que fournit la premiere des Equations (117.), on trouve; 


m’a, 3.2.0; donc 0, 


2.3 u 
m? —4 m? (m?—4 
— — 


_m’—16 
m’a,— 160, — 6,9.0;, done 2.3.4.5.6 


ou la loi de la formation des coefficiens est facile & saisir.. Les deux 
premiers coefhliciens @, et a,, qu’on n’a pas trouves, peuvent ötre tirds des 
Equations (117. 119.). En eflet sinz est zero pur 2=+rr, et z peut 
avoir cette valeur dans les cas (74. et 75. I. III V.) pour lesquels les sup- 
positions (117.) ont Ete faites. Donc en supposant s=+rm, la premiere 
equation (117.) et celle (119.) donnent: 


= c0smrrT, 
123, sinmtn 


= — m. —— = tmsiamra, 
cost 


selon que r est impair ou pair. 


En introduisant les valeurs trouvdes des co@fliciens dans (117. et 
119.), on a: 


124. cosmx = 


+ „-sint’ + 3.3.45 0), 


1253. sınmzr = 


m?(m’—4) . ,„, m?(m?—4)(m?— 16) .. 
2.3.4 


— 


c05 (msine— sin coszr 


2 m? 
m? 
| 
| 
| 
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Ces formules ont lieu pour les arcs compris entre +(r—!)r et 
(r+4)w. I reste a chercher les valeurs des coefhciens @,, &, 
RP’, Pı des Equations (118.). Si y ecrit la forme des 
equations (118.) rentre dans celle des expressions (117.); done les &qua- 
tions qui donnent ces co@ficiens coincideront avec celles (122.). Seule- 
ment les valeurs des deux premiers co@fhciens «, et «, differeront de 
a, et a,. Elles seront: 

cosm(r+ et 
126. 
m + msının 


donc on aura: 
127. cosmz = 


m? m?(m?—4) m?(m?—4)(m?—16 
cosm(r+ (1— 2.34 cos 6052°...) 


. m?—1 (m?— 1) (m?— 9) 


128. = 
m?(m?—4 m? (m?—4)/m?—16) 
2.9 2.3.4 


. m’—1 (m?®—1)(m?— 9 


Ces formules conviendront aux cas ou l’arc x est compris entre 
+(r +3)” et +(r+3)r et entre +3)” et +(r+3)r. 

Voila un tableau a peu pres complet des points essentiels du de- 
veloppement des puissances des cosinus et sinus des arcs simples en co- 
sinus et sinus des arcs multiples, et des expressions r&ciproques. Lies re&- 
sultats qu’on vient de trouver different comme on voit essentiellement 
de ceux auxquels on parvient ordinairement. Neanmoins ils ne semblent 
pas &tre defectueux. Lies developpemens des fonctions angulaires sont de 
ces parties de l’analyse qui appartiennent aux @l&mens, et il semble &tre 
de toute necessite et de la plus grande importance de poser inebranla- 
blement les principes et les theoremes surtout dans les el&mens, et de 
les eclaircir parfaitement; car on ne peut pas aller en avant avec sürete 
sans avoir bien pose& le fondemens. Donc il seroit beaucoup A desirer, que 
les geometres Eclaires, et surtout ceux qui autrefois ce sont occupes des 
problemes que nous venons de traiter, voulussent bien accorder leur atten- 
tion aux remarques ci-dessus et faire connoitre leurs objections, s'ıl y en a. 

Berlin le 15. Septembre 1829. 


) cosr’+ 


cosın( (12° — 


c052°...) cosz 


V. id. 2 Bi I8* 


222 16. Aufgabe. 


16. 
Aufgabe. 


Bekanntlich lafst sich, wenn fx eine beliebige Function der veränder- 
lichen Gröfse x bezeichnet, und x und x--r zwei um « von einander ver- 
schiedene Werthe von x sind, /{x-+«) durch folgende Reihe ausdrücken. 
a ala—e) ala—e)(a— 
wo : willkürlich ıst, und Afx, &’/x etc. die Differenzen von fx nach 
s von den verschiedenen Ordnungen bedeuten, nemlich so, dals Dis == 


Nun lälst sich aber auch die nemliche Gröfse f(x auf fol- 
gende andere Weise ausdrücken: 


ofx 08 f: 


0x? 0x 


wo die Differentiale von fx von den verschiedenen 
Ordnungen sind. 


Da nun die Diferentiale — ZZ . nichts Anderes sınd, 


als = _, Bee eo... für e gleich Null, so müfste die erste Reihe ın 
die zweite übergehen, wenn man darin e=0 setzt. Man sieht aber 
nicht, auf welche Weise nothwendig a(a— —1):) 
gleich @” ist für 2= 0; denn wenn man z. B. das willkürliche e gleich 


— setzt, was auch Null ıst für 2=x, so ist der letzte Factor ın 
a(a—:)(E— (@—(n—1)e) nicht a, sondern Null, und das Pro- 
duct kann also nicht @” sein, so dals es scheint, es müsse aufser der Be- 
dingung e=0 noch eine andere Bedingung für diese Gröfse erfüllt wer- 
den, damit die Differenzen von fx in die Differentiale übergehen. 

Die Aufgabe wäre, diesen Umstand zu erläutern und auf eine be- 
friedigende Weise zu zeigen, wie die zweite Reihe aus der ersten in 
aller Strenge hergeleitet werden könne. Diese Nachweisung ist zu wün- 
schen, weıl die obigen Reihen die Grund-Formeln eines grolsen Theiles 


der Analysis sind. 


| 
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17. 


Du mouvement d’un corps sur un plan fixe, quand on 
a egard ä la resistance du frottement, et qu’on ne 


| 
suppose quun seul point de contact, 
(Par Mr. 4. 4. Cournot, Dr, &s Sciences A Paris.) 


(Suite da memoire No. 9. cah. preced,) 


— 


1. Diaignens, comme dans le N°. 1. du Memoire N°. 9, cah. preced., par 
M la masse du corps, et par 4, B, C, seg moments d’inertie relatifs aux 
axes des x’, y/, z/; par &,n,& les coordonndes suivant les mömes axes 
du point de contact entre le corps et le plan fixe, par @, 2, Yy les coor- 
donndes du centre de gravite rapportdes aux axes des, y, z, fixes dans 
l’espace, le plan fixe &tant pris pour celui des xy> par p, 9, r les com- 
posantes du mouvement de rotation suivant les axes principaux des r/ 
Y, 25 par X, Y, Z, les composantes suivant les axes des x, y, z de la 
resultante des forces Continues qui sollicitent Je corps; par L‘, M’, IV’ les 
sommes des moments de ces forces, estimes relativement aux axes des 
”', Y', 2/5; par R la resistance du plan fixe, ou la pression qu’il supporte 
au point de contact. Designons en outre par f la resistance due au frot- 


et par f, fı, les composantes de cette resistance suivant les axes des 

% Y. Faisons enfin 
e = — — 

On aura, pour les SIx Equations du mouvement: 


d? d? d? 
1. 


Crelle's Journal d. M. V. Bd. 3. 29 


. 
m 
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Les quantites p, 9, r; a, b,c; a,, etc. pouvant s’exprimer en fonction 
de trois angles 9, ®, ‘b, ainsi qu’on le trouve explique dans les traites de 
mecanique, ces six @quations ne renferment implicitement que neuf in- 
connues 4, ß, 6, R, dont il faudrait obtenir la valeur en 
Tonction du temps Z. Mais d’abord, au moyen de ce que la vitesse du 
point (£, n, Ö) suivant les z, doit ötre detruite par la resistance du plan, 
on aura (l” mem. N°. 7.): 


Erb—ge) +n(pe—ra) + = 0; 
et comme la varıation infiniment petite de cette vitesse, due ä l’action 


des forces continues pendant lınstant di, doit pareillement £tre detruite, 


on aura, en differentiant l'&quation 
d’ dr 


Maintenant deux cas se prösentent, selon que la rdsistance due au 


frottement, sera ou ne sera pas suflisante pour andantır la vitesse du point 


(&, n, ©) parall&lement au plan fixe. Dans le premier cas ıl est claır 
qu’on aura, relativement aux axes des x, y, des &quations analogues ä 


celles que nous venons d’obtenir relativement ä laxe des z, c’est-A-dire: 
da 


tapa—ra) +Ega,—pb) = 0, 
et par suite 


4 


d(ne,— d(la, —£e,) d(£b,— na,) 
5, dt +97 dt dt 


Des lors on A abstraction faite des difhicultes de Tintegra- 
tion, que les neuf &quations (1., 2., 3. et 5.) suflisent pour determiner 
completement les neuf inconnues du probl&me, c’est-ä-dire pour assigner 


| 

| | 
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en chaque instant la position du corps, lintensite de la pression et celle 
du frottement, ainsi que la tangente de l’angle que fait avec les x la 
droite suivant laquelle le frottement exerce son action: ces deux der- 


nieres quantitds &tant respectivement Egales et Il fau- 


dra que la valeur de la pression soit positive, sans quoi le plan fixe ces- 
serait de göner le mouvement du corps au point (£, n, £), et ce point se 
detacherait. De m&me aussi, d’apres la maniere dont nous concevons le 
mode d’action du frottement, il faudra que celui qui a lieu en pareil cas, 
et qui suflit pour aneanlır la vitesse du point de contact, soit moindre 
que celui qui aurait lieu, si ce point prenait un mouvement, et surmon- 
tait la resistance que le frottement lui oppose. On devra donc avoir 

h etant une quantitd determinee par l’observation et par la theorie phy- 
sique du frottement, ainsi que nous allons l’expliquer. 

Sı le frottement ne suflit pas pour aneantir la vitesse du point de 
contact, les &quations (4. et, 5.) ne subsisteront plus, mais en revanche 


on aura 
6. = 


et comme alors le frottement ne peut s’exercer qu’en sens contraire de 
la vitesse du point (£, n, ©), estimde parallelement au plan fixe, il viendra 


1..7= 


d’ou, en faisant pour abreger: 


Erb—ge) = 1, 
—pb) = J, 


on tire 

h et le radıcal Y(Z?-FJ?) doivent consideres comme des quantites 
essentiellement positives, afin que /,, /, soient toujours respectivement de 
signes contraires & Z et J. Diailleurs la pression Z ne doit pas cesser 
d’etre positive. 

2. D’apres ce qui a ete explique dans le m&moire precedent (N°. 5.), 
les formules qu’on vient d’ecrire subsistent de m&me, soit que les cour- 


4 
Ei, 
2 
| 
Ri. 
+ 
& 
| 
2 
- 
x 
[4 
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donndes &, n, © aient des valeurs constantes ou variables; en autres ter- 
mes: soit que le contact du corps avec le plan ait lieu par une pointe 
vive, ou par un point d’une surface continue. Dans le premier cas, et 
lorsque d’ailleurs la resistance du frottement n’est pas surmontede, il se- 
rait plus avantageux d’integrer d’abord les formules par lesquelles on de- 
termine d’ordinaire le mouvement d’un corps autour d’un point fixe, qui 
serait ici le point (£, n, €). Quand on aurait obtenu de cette maniere 
les valeurs de «, ß, y en fonction de ?, celles de f,, A, R seraient don- 
neces immediatement par les @quations (1.). 

Sı la surface du corps est continue, et que le contact ait lieu suc- 
cessivement par une suite de points de cette surface, les coordonndes va- 
riables &, n, Ö, seront determinees 1° par l’equation de la surface; 2° par 
deux autres &quations qui expriment que le plan iangent ä cette surface, 
au point (&, n, se confond avec celui des Lorsqu’en outre la re- 
sistance du froitement n’est par surmontee, ou que la vitesse du point de 
contact demeure nulle, on dit que le corps roule parfaitement, ou 
sans glisser; et au contraire il roule avec glissement, quand la 
vitesse du point de contact ne s’Evanouit pas. 

A la rigueur, on ne peut pas realiser physiquement l’hypothese 
d’une pointe parfaitement vive; et m&me ıl ne parait pas qu'on ait dec- 
termine par des expcriences un peu precises, la nature du frottement des 
corps qui glissent en s’appuyant sur des asperites anguleuses. On n’a 
Etudie avec quelque soin que le frottement des corps qui glissent en s’ap- 
puyant sur une face plane, ce qu’on nomme le frottement de la pre- 
miere espece; et encore en supposant que le corps se meut parallele- 
ment ä lui m&me, sans eprouver de rotatıon autour d’une droite perpen- 
diculaire au plan fixe. Jin consequence on pose sur un plan uniforme- 
ment poli, un corps tel qu’un prisme ou un cylindre droit, construit et 
sıtue de maniere a ce que le plan vertical, mene€ par le centre de gra- 
vite du corps perpendiculairement au plan de support, divise le corps en 
deux parties syme&triques; puis Von fait croitre graduellement Tinclinai- 
son du plan, jusqu’ä ce que la resistanee du frottement soit vaıincue par 
Yeffort de la pesanteur, et que le corps commence ä glisser. Il est clair 
qu’en cet instant l’önergie du frottement sera dgale au poids du corps, 
multipli@ par le sinus de langle que le plan fait avec l'horizon. On a 
te conduit ainsi & admettre que Yintensite du frottement surmonte, ou 
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la quantit& designee par dans le N°. precedent sensiblement ind£- 
pendante de l’etendue des surfaces frottantes et de la vitesse du mobile; 
qu’”n pouvait la supposer proportionnelle a la pression, et la reprösenter 
par eR; s etant un nombre donne par l’observation, qui dans beaucoup 
de cas differe peu de la fraction $, et qui parait d&ependre du degr& de 
poli des surfaces frottantes, de leur contexture physique, peut-Ötre aussi 
de leur nature chimique et de la duree du contact. On peut consulter 
a ce sujet le Cours de Mathematigues de Bezout, Aa lusage de l’Artil- 
lerie, T.IV., N’. 734., et le Precis elementaire de Physiygue de M. Bıot, 
T.1I., livre II., chap. 23. 

Le frottement dit de la seconde esp£ce, c’est-A-dire celui des 
corps quı roulent en glissant, est encore moins bien connu; on admet 
par analogie que son intensite peut aussi reprösentde par une 
fonction de la forme et, e ayant, toutes circonstances &gales d’ailleurs, 
une valeur moindre que pour le frottement de la premiere espäce. Au 
reste notre objet, dans cet article, n’est point d’exposer de nouvelles re- 
cherches sur la cause et la nature physique du frottement, mais de de- 
duire les consequences mathematiques des hypotheses commundment ad- 
mises. Pour etudier ces consequences, ıl fant encore ici, et ä plus forte 
raison, recourir ä& des considerations indirectes, telles que celles que nous 
avons employees dans le m&moire precedent: car les dquations du N”. 1. 
sont rebelles a toute integration, hormis dans un si petit nombre de cas, 
qu’on ne pourrait se borner & les considerer, sans courir le risque de 
trop particulariser la question. 


3. Examinons d’abord ce qui arrive a lorigine du mourement, 
quand le corps, pose sur le plan fixe, est tire de l’Etat de repos par l’ac- 
tion des forces continues X, Y, Z. Dans ce premier instant, les valeurs 
de p, 9, r sont nulles; celles de a, 5, c, a,, etc. sont censdes connues; 
les &quations (2., 3. et 5.) se reduisent ä 


Yu - 
7 
A 
4 
3 
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Sı le frottement detruit la vitesse du point (£, n, £), les.neuf &qua- 


tions (1,, 8., 9. et 10.) determineront les valeurs des neuf inconnues 


d’$ß d’y dp dq dr 


10. 


relatives au premier instant du mouvement; et il faudra que ces valeurs 
satisfassent aux deux indgalites 
12. R>0, 
Si au contraire le frottement est surmonte, les &quations (10.) ne subsi- 
steront plus; on aura en leur place les equations (6. et 7.), dont la pre- 
mitre devient, au moyen de la valeur adoptde pour 2°: 
R 
Al’&egard de la seconde, son second membre prend dans ce cas la forme $, 


attendu que les quantites Erd, ‚ 9, r s’evanouissent; mais en difle- 
rentiant les num&rateur et denominateur de ce second membre par rap- 


port a et faisant: 
d’ d d 
=, 


die 

d dq,» d 

on & f 

'oü | 


I,e nombre des &quations necessaires pour la determination de toutes les 
inconnues, se trouvera ainsi complete; et quand on en aura deduit leurs 
valeurs, il n’y aura plus qu’a verifier lınegalite R>o. 

Avant d’aller plus loin, nous insisterons sur une remarque essen- 
tielle pour ce qui doit suivre. Admettons que le corps ne parte point 
de l’ötat de repos, mais qu’ä l’origine du mouvement il subisse une per- 
cussion de la part d’un corps &tranger, ou qu’il, vienne choquer le plan 
fixe avec une vitesse connue: leflet de cette impulsion ou de ce choc se 
produira dans un intervalle de temps inappr&cıable, durant lequel on 


Ä 

| 
; 
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pourra negliger l’action des forces continues analogues a la pesanteur. 
Cet effet &quivaudra a celui d’un certain syst&me de forces, dont on peut 
assigner la r&sultante et le couple r&sultant, et qui agiraient sur le corps, 
aussı dans un intervalle de temps ınappreciable: pour la commodite du 
langage, nous les designerons sous le nom de forces instantandes. 
Designons aussi par Ä,, F,, Z,, les projections de la re&sultante de ces 
forces, parallelement aux axes des x, y, z; et par L|, N‘, les som- 
mes de leurs moments relativement aux axes des x’, y', =. Les va- 


leurs initiales des quantites 
da d dy 


dt’ dt’ dt’ P, 9 

ne seront plus nulles; et il faudra assigner ces valeurs pour determiner 
celles des constantes arbitraires qui entreraient dans les &@quations du 
mouvement, apres Ja premiere integration. Pour cela il faut tenir compte 
de la resistance que le plan offre au point (£, n, €) dans le sens des z 
positives, resistance qui est la somme des pressions exercdes pendant la 
duree inappreciable de l’action des forces instantandes: cette somme de 
pressions sera ce que l’on appele d’ordinaire une percussion, et nous 
la designerons par P. De mä&me le frottement total, correspondant ä la 
percussion P, sera la somme des frottemenis qui correspondent A cha- 
cune des pressions dont P se compose. Nous reprdsenterons par # sa 
valeur nume£rique, par F\, F,, ses projections sur les axes des x, y; par 
H la valeur de F, quand le point (£, n, &) surmonte la resistance que 
le frottement lui oppose; et enfin nous admettrons que /Z est de la forme 
eP, ce qui resulte, sı non d’experiences precises, au moins de l’analogıe. 

Cela pose, en vertu des principes connus de dynamique, les va- 
leurs initiales des quantitds 


da dß dy 
14. dr? P 9% P, 


seront donnedes par les @quations suivantes: 


Ap — 
16. = Mi + &(Pa+ Fa, + 1,0) — 


Cr = N 
dy 


Te 
2 
3 
3 
| 
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auxquelles il faudra joindre, quand le frottement detruit la vitesse du 
point de contact: Ä 


ce qui comportera les inegalites 

19. P>o, FE 
Si au contraire le point (£, n, £) prend une vitesse parallele au plan 
five, on aura, en congervant aux lettres J, J, la signification qui leur a 
et& attribude prec&demment: 


Maintenant il est visible que les formules (15.— 20.) se change- 


ront dans celles (1., 8— 13.), sı eecrit 
A,Y,Z; L,M, N; R fs 


Au, Z5 Li; M,» 

et qu’on substitue les inconnues (11.) aux inconnues (14.). Ainsi, lors- 
qu’on se borne a considerer les circonstances du premier instant du mou- 
vement, la question est absolument la mä&me, soit que les forces qui 
tirent le corps du repos, Jui communiquent dans ce premier instant une 
vitesse finie ou infiniment petite. Ce point au reste semble assez &vi- 
dent, pour que nous n’ayons pas cru devoir y insister dans le precedent 
memoire; mais en raison des difhicultes que peut amener la consideration 
du frottiement, il n’etait pas inutile d’y revenir ici avec plus de details. 


15, 


au lieu de 


4. KReprenons I’hypothese oü le corps est tir€ du repos par des 
forces continues. Si le frottement de£truit la vitesse du point de contact, 
la resolution des neuf &quations (1., 8., 9. et 10.) ne saurait offrir d’em- 
barras, puisqwil ne s’agira que d’eliminer entre des &quations lindaires; 
mais dans le cas contraire, les Equations (10.) &tant remplacees par cel- 
les (13.), et les inconnues du problöme, qui entrent dans 7’, J’, se trou- 
vant enveloppces d’un radical carr& plac& en denominateur, on voit que 
l’elimination conduirait en general des &quations finales de degres e&le- 
ves, et susceptibles de plusieirs racines reelle, Cependant on congoit 
que la question, de sa nature, ne peut comporter qu’une solution et qu’un 
seul systeme de valeurs pour chacune des inconnues. Il faut donc que 
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les Equations finales n’aient qu’une seule racine reelle, ou, si elles en ont 
plusieurs, que toute soient exclues, hormis une, par des conditions d’in- 
egalite telles que celle R>0: c’est ce que nous aurons lieu de verifier 
dans la suite, 

Les formules se simplifieraient beaucoup, si lon connaissait & 
priori la direction du mouvement que doit prendre le point (£, n, (); 
car en menant suivant cette direction l’axe des © dont la position sur 
le plan fixe est arbitraire, J’ s’&vanouirait ainsi que f,; fi se reduirait A 

eh! 
ou ä XeR, selon que 7’ serait positif ou negatif, A cause que le radical 
doit toujours ötre pris positivement. Toutes les @quations redeviendraient 
lincaires, mais ıl en resulterait une ambiguite dans la valeur de f,: car 
il faut bien remarquer que la valeur et le signe de f, d@pendent de la 
valeur de et du signe de 7‘, qui peuvent varier ä leur tour, selon qu’on 
a substitu& pour f,, dans les &quations (1., 8, 9,), la valeur —eR ou 
celle -eR. 

Generalement on observe en analyse que lorsqu’un terme algebrigue, 
affecte d’un signe radıcal, devient pour certaines valeurs particuliöres un 
carre parfait, ıl en resulte une discontinuite dans l’expression des fonclions 
qui en dependent. C’est ainsi que les formules pour l’attraction des sphe- 
roides, quand elles peuvent siobtenir en termes finis, changent brusque- 
ment de forme, dans le passage des points interieurs aux points extdrieurs. 
C'est encore ainsi que, dans le mouvement d’un point matöriel pesant, 
la direction de la vitesse varie d’une maniere continue, si le point de- 
crit une parabole, tandıs qwelle varie brusquement, quand le point, apres 
s’ötre Eleve en ligne droite, retombe verticalement en sens contraire; ce 
qui est dü 4 une circonstance semblable a celle qui nous occupe ici. 


Designons par 7’, les deux valeurs que prend 7’, selon qwon 
substitue pour f, la valeur —sR ou celle +eR, et par R,, R,, les va- 
leurs correspondantes de A, il faudra que les deux syst&mes dindgalites 

4. #>0 
R>0, L<o, 
ne soient pas simultan&ment satisfaits; car autrement il sen snivrait qu’on 
n’aurait aucune raison de decider si le point (&, n, €) se meut dans le 
sens des x positives ou dans celui des & negatives, ce qui serait absurde, 
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Par la m&me raison, s'ıl a et@E reconnu que le point ne peut, ni se de- 
tacher du plan fixe, ni &tre rendu immobile par la resistance du frottement, 
ıl faudra que l’un des deux systemes (?1.) soit necessairement verifie. 
Quand on considere d’autres instants du mouvement, ou lorsqu’äü 

lorigine de ce mouvement le corps a deja pris une vitesse finie par lac- 
tion de forces instantandes, les mämes difhicultes ne se presentent plus: 
car alors les valeurs de f,, f,; sont donnedes par les &dquations 

enJ 

/: 
dans les quelles 7, J sont des nombres, censes connus pour linstant que 
considere. On n’a plus qu’a Eliminer entre des &quations lindaires; 
et sı lun de ces nombres, J par exemple, devient nul, le signe connu 
de determine immediatement celui qu’il faut donner fi. On voit 
done qu'il existe une difierence essentielle entre les formules relatives au 
premier instant du mouvement, et celles qui se rapportent aux instants 


subsequents. 

9. Il existe un cas ou Yon peut £tre certaın a prıori que le 
mouvement du point de contact aura lieu constamment en ligne droite, 
et olı par consequant Ton peut choisir la direction de l’axe des x, de ma- 
niecre A ce que la composante /, du frottement soit constamment nulle. 
Ceest celui oü le plan des x’z’ est perpendiculaire au plan xy, et com- 
prend le point de contact aussi bien que la r&sultante des forces qui sol- 
licitent le corps. Il est clair qu'il n’y aurait aucune raison pour que le 
point de contact sortit de la ligne droite qui fait Tintersection des deux 
plans x’z’ et xy, et c’est d’ailleurs ce que le calcul montre. En effet, 
faisant alors coincider le plan des xz avec celui des x’z’, on aura d’apres 
les hypotheses admises: 

2. = N me, 
ce qui reduira les equations (1. 8. et 9.) 


MÜ=Z+R; 
dr d 


di? 


On aura 


» 
4 
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il serait done impossible que f, fut de signe contraire ä J’, et par con- 
sequent ceci entraine 


d? d dr 


Le signe de f, se determinera d’apres ce qui a £te dit precädemment. 
Lies m&mes consequences pouvant se deduire de proche en proche 

pour tous les instants du mouvement, il en faut conclure que » et r de. 

meureraient constamment nuls, ensorte que les &quations A integrer se 

reduiraient dans ce cas ä 


dt? dt? 
‚d d \ 


dans lesquelles on aurait, d’apres les formules connues: 

a=— sind, e=cosd, ,—=—cosd, c,=sin), 
6 designant Vangle des deux plans xy, x’y‘. Il faudrait en outre y faire 
=FeR, selon que 7, ou 
d’ca dqg,s 
di“ 6426) 
serait, dans le premier instant du mouvement, une quantiid positive ou 
negative. Ainsi dans ce cas, avant d’integrer les formules du mouve- 
ment, ıl faudrait determiner le signe de la vitesse du point de contact 
au premier instant. Quelquefois ce signe sera &vident sans calcul; mais 


plus generalement on devra construire les deux systemes diinegalites (?1.), 
et reconnaitre lequel est verilie. 


6. Lorsque, dans un instant quelconque du mouvement, la vi- 
tesse du point de contact deviendra nulle, ıl faudra, selon llobserva- 
tion deja faite par Mr. Poisson *), examiner si, ä partır de cet in- 
stant, une partie du frottement et ne suflit pas pour maintenir nulle 
la vitesse du point; et, si cela est, employer les &quations (5.) pro- 
pres ä ce cas. Autrement, et quand le point ©) doit continuer 
se mouvoir, lintensite et la direction de la vitesse se determineront par 
des formules analogues ä celles qui se rapportent au premier instant du 


*) Voyez un Memoire intituleE: Formules relatives aux effets du tir d’un canon sur les diffe- 
rentes parties de son affüt, imprime ä Paris en 1826, ct une note du meme Geometre, sur le 


frottement des corps qui tournent, inseree dans le Bulletin des sciences mathematiques, etc, T. IV. 
N°, 93, 
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mouvement, et sujettes aux m&mes observations. Dans le cas ou le mou- 
vement du point de contact a lieu constamment suivant Ja m&me droite, 
ıl pourra se faire que la vıtesse change de signe, apres avoir £te nulle. 

Enfin il peut arrıver que la vitesse du point de contact, quand 
une fois elle est nulle, demeure nulle en suite sans quiil y ait frotte- 
ment; et dans ce cas il faudra que les valeurs de f,, f,, resultant des 
equations ().), sevamouissent. Cette circonstance se presente dans l’exemple 
trait& par Mr. Poisson (Bulletin des sc. math. T. VI. p. 165.), ou il siagit 
d’une sphere homogene, pesante, qui roule sur un plan horizontal, en 
vertu d’une impulsion dirigee dans un plan vertical mene par le centre 
de gravite, abstraction faite d’ailleurs de la resistance de l’air. A partır 
de linstant ou la vitesse du point de contact se trouve nulle, les deux 
mouvements de translation et de rotation deviennent uniformes et diri- 
ges en sens contraires, en sorte que la vitesse du point de contact reste 
nulle d’elle-m&me et sans l’action du frottement. Lie savant auteur ob- 
serve ä cette occasion: „(Jue le frottement qui sufit pour ramener au 
repos les corps qui glissent sans tourner, ne fait donc que reduire a l’u- 
niformite les mouvements de ceux qui tournent en glissant.” Mais ıl est 
claır que cette remarque ne peut s’appliquer dans les mämes termes, 
qu’aux cas tr&s particuliers, ou s’evanouissent les valeurs de f,, %, don- 
nees par les formules generales. 

Nous ferons encore observer qu'il serait beaucoup plus commode 
pour le calcul, de supposer le frottement proportionnel a la vitesse du 
point de contact. Alors les valeurs de f,, J, seraient de la forme —e/, 
— toutes les dquations redeviendraient lineaires, et quand J s’eva- 
nouirait, il n’y aurait pas d’ambiguite de signe dans la valeur de f.. 
A la verite, si le corps partait de l’Etat de repos, le frottement se trou- 
verait nul dans le premier instant du mouvement, supposition qu’il sem- 
ble peu naturel d’admettre. Pour Echapper ä cette consequence, on pour- 
rait supposer que f,, deviennent alors egaux a —eJ‘. Lihy- 
pothese de la proportionnalit@ du frottement a la vitesse s’est presentde 
d’elle-möme aux Geometres qui se sont occupes les premiers d’intro- 
duire dans le calcul la consideration du frottement. L’experience montre 
qu'elles n'est pas admissible, quand ıl s’agit du frottement de la premiere 
espece; mais il pourrait se faire qu’elle ne s’&loignät pas autant de la 
realit@ physique, pour le frottement de la seconde esp£ce. 
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7. Reprenons plus specialement le cas oü le corps est tire du re- 
pos par l’action de forces instantandes, et pour simplifier, supprimons les 
indices qui affectent les lettres X/, Z/, etc. Par la m&me raison faisons 

93, —(b=1r, la—E=yu, 
les equations (15. — 18.) prendront la forme: 

24, M"=X+F, M'=Z+P; 
by= 
cr = 

26. 
Y7, p = 0, 

try = 0. 


ll est bien entendu, d’apres tout ce qui precede, que les m&mes dquations 
sont propres a determiner les circonstances du premier instant du mou- 
vement, quand le corps est tir& du repos par des forces continues; pourvu 


que X, F, etc. representent des forces de cette nature; «', ‘, y’ les va- 
da d’y, 
di? di? 


dp dgq dr 
P, par Is R. 


Ainsi, dans le cas ou le frottement d£truit la vitesse du point de 
contact, en @liminant entre les neuf &quations pr&cedentes, et faisant 


pour abreger: 

ee 


il viendra: 


23. 


leurs initiales de et pourvu enfin qu’on remplace >, 9, 7, 
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Sı les nombres venaient A s’&vanouir, les valeurs 
le P, se reduiraient simplement ä 
U U, U, 


et elles seraient respectivement de signes contraires attendu 
5,, sont des quantites positives de leur nature. 

Loorsque la vitesse du point de contact n’est pas detruite, les deux 
equations (27.) ne subsistent plus, et Ion a en leur place; 

2 2 0,2 ı „tFf,9: 
mais la determination des valeurs generales de P, F\, F, entrainerait 
un calceul penible, en raison du degr& auquel monteraient les &quations 
finales. 

8. Eclaircissons d’abord la question par quelques exemples fort 
sımples, et pour considerer en premier lieu le plus simple de tous, ad- 
mettons que le corps soit une sphere homogene, d’un rayon egalä.. La 
direction des axes principaux devenant arbitraire, on pourra supposer 
qwils sont parallöles a Torigine du mouvement ä ceux des x, y, z, et 


oue celui des z’ en particulier coincide avec laxe des z. La condition 
du parallölisme donne en general: 


Tee 
et par suite 
On a de plus, pour le cas particulier de la sphere: 

29. E=0, 1=0, (=—o; A=B=6; 

au moyen de quoi les equations (25., 26. et 27.) deviennent: 
Ar=N;; 
Y=0; 
Attendu que y’ s’evanouit, la troisieme &equation (24.) denne P=—Z: 
cette valeur de P est la m&me, que la resistance du frottement soit sur- 
montee ou non. Pour que la sphere ne se detache pas du plan, il faut 
ait Z<O. 

Quand la vitesse du point de contact est ancantie par le frotte- 
ment, lelimination entre les @quations (24. et 30.) donne, en substituant 
pour 4, 4, leurs valeurs connues en fonction de e: 


n 
au). 


4 
(4 
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Si la vitesse du point de contact n’est pas detruite, les deux der- 2 


nieres @quations (30.) n’auront plus lieu; elles seront remplaccdes par 
F 
2 
En substituant dans cetie derniere @quation valeurs de 9 


tirees des &quations (24. et 30.), ıl vient 
ar 
F, 


d’ou Yon deduit immediatement par la thcorie des proportions: 


x em 
27 


Observons maintenant que (33.) etant la que la 
seconde &quation (32.), les num&rateur et denominateur de son second 
membre expriment les composantes, suivant les axes des x et des y, de 
la vitesse prise par le point de contact. Dä&s lors, d’apres la manicre 
dont agit le frottement, ıl faut que, I, soient respectivement de signes 
contraires aux nume&rateur et dänominateur de ce second membre, ce qui 
suppose 1°: que F,, /, sont respectivement de signes contraires ä 

X Ar 
2° que F,, F, sont ren plus petits que 
IM L 
+7 
1 ? 
m A 
2eX—5M 2eY-+5L‘ 
177 
En vertu des &quations (32. et 34.), et au moyen de ce que £ doit &tre 
une quantit& negative, on satisfait ä la premiere condition, en prenant 
F= 


ou que 
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La seconde condition se trouve alors satisfaite d’elle m&me, En effet, 
sı elle ne l’etait pas, et qu’on eüt par exemple: 


497 >(2.eX—5M'), 
i, se trouverait de m&me signe que le numerateur du second membre 
de Vöquation (33.); ıl faudrait done, pour que cette &equation püt subsi- 
ster, que /, füt aussi de m&me signe que le d&nominateur de ce second 
membre, et par suite que l’on eüt 

491? Y 
Ajoutant ces deux dernicres inegalites, et substituant pour F?-+-77 sa 
valeur e®Z°, ıl viendrait 

49° > (2.X—5M')+ (20 L'%; 


mais puisque, par hypothese, la vitesse du point de contact n’est pas de- 


ou 


truite, cette inegalıte, quı est la m&me que celle (31.) ne saurait £&tre 


verifiee. 
Sı maintenant nous comparons les @quations (32. et 34.), nous en 
tirerons X 


_M A 


et comme le premier membre de cette dernicre @quation est la m&me 
chose que le second membre de l’cquation (33.), ıl r&sultera de l’analyse 
pröcddente, que les numerateurs et denominateurs des deux membres de 
l’&quation (35.) seront respectivement de mümes signes. 

Or, dans le cas ou l’on supposerait que la sphere vient choquer le 
plan fixe avec une vitesse connue, il faudrait, pour avoir les elements 
de son mouvement apres le choc, remplacer dans les formules qui pre- 
cödent, F, L‘, M', par Me, Ay; designant la valeur 
le «’ immediatement avant le choc, et ainsi de suite. L’equation (35.) 


donnerait done 


on en devroit conclure ‚‚que la vitesse du point de contact, decomposee 


parallölement au plan fixe, serait dirigce suivant la m&me droite, 


et dans le m&me sens, avant et apres le choc:” propriete remarqua- 
ble et particulicre la sphere. 


| 

| 
“ 
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En admettant, ce qui est le cas dejäa trait@e par Mr. Poisson 
(Bulletin, T. VI. p.172.), que Y, ZL/, et par suite 7, s’&vanouissent, on 
a, quand la vitesse du point de contact est detruite, a la place de lin- 
egalite (31.), celle: 

36. 
le signe + etant choisi de manicre a rendre le premier membre positif, 
et le second l’etant toujours, a cause de 7<(0. Si cette inegalit& n'est 
pas satisfaite et que le frottement soit surmonte, on aura = +:Z, 
selon que 
0920, 
Mais dans la premiere supposition 
+: 2(4+5)= (2 X—5M + 


et dans la seconde au ae 


= Th X—5M'—70eZ). 
Il faut que les deux inegalitcs 
a7, 
2.2. X—5M— 70:eZ<o, 


ne puissent pas &tre salisfaites simultan&ment, et que l’une d’elles le soit 
toujours. Or supposons, pour fixer les idees: 

2eX—5M'>o, 
Vinegalite (36.) pourra s’ecrire 


2.X—5M' +70 Z<o, 


et puisqwelle n’est pas verifice, la premicre inegalıte (37.) le sera neces- 


sairement; tandıs que la seconde ne saurait l’ötre, puisque son premier 
membre est la somme de deux nombres positifs: X—5M’et — 70:2. 
L’inverse aurait eu lieu, si ayait suppose 2. X—5M'’<0. 


9. Sı la sphere venait choquer le plan fixe, et qu’elle füt doude 
d’elasticite, ainsi que cela arrive toujours dans la nature, la percussion 
au point de contact, au lieu d’ötre egale a —Z, ua —My' (y, de- 
sıgnant la valeur de y’ immediatement avant le choc), prendrait pour 
valeur en indiquant par le co@flicient de lelasticitc, 
qui deviendrait egal a 1, sı l’elasticit& etait parfaite. Il semble naturel 
d’admettre, avec Mr. Poisson, que le frottement total Z' est toujours 
proportionnel dans ce cas ä la percussion ou & la somme des pressions, 
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et de la forme eP. En partant de ce principe, qu’il serait bon toutefois 
de voir verifier par l’expörience, la condition qui doit subsister pour que 
la vitesse du point de contact s’&vanouisse apres le choc, sera, au lieu 
de Yinegalıte (31.): 

— 200,) + (5% 20 < 49 ee (14 
On aura d’ailleurs, d’apres ce qu’on a vu dans le N°. precedent: 

ı 2 78 ’ 
et sı Von fait la substitution des valeurs de #/, F,, P dans les @quations 
(24.) qui deviennent ıci 
33. My=My+-P, 

puis qu’on remplace M et 4 par leurs valeurs en fonction de g, il vien- 
dra, toutes reductions faites: 


Desıgnant par l’angle de reilexion du centre de la sphere, on aura 


Au contraire, quand la vitesse du point de contact ne s’&vanouit 
pas, on a, d’apres ce qui a ete dit precädemment: 
I + 2 ( + ) F, 


ce qui, joint aux &quations (38.), donne: 


Dans le cas particulier ou 2), ?,, et par suite ß’ et #, sont nuls, on en 
deduit: 
en sorte que langle de röflexion est alors independant de la vitesse de 
rotation de la sphere, comme Mr. Poisson en a fait la remarque dans 
le memoire cite (p. 175.); mus ce resultat ne subsiste pas pour les va- 


leurs generales de &‘, 2‘, telles que nous venons de les £crire. 


10. Iyanalyse du N’. 8. s’applique non seulement a la sphere, 
mais A tout corps de revolution homogene, dont laxe de revolution est 
perpendiculaire au plan fixe. Considerons maintenant un ellıpsoide, dont 
lun des axes principaux, celui des =‘, coincide encore avec l’axe des z, 
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ensorte qu’on puisse prendre les x, y, respectivement paralleles aux x’, 
y‘. En designant par 22 la valeur numerique de laxe des =‘, les &qua- 
tions (28.) et les trois premicres (29.) subsisteront toujours; on en de- 
duira de m&me y’=0, P=—Z, et Z</0, condition pour que Vellip- 
soide ne soit pas svuleve, et quı doit avoir lieu, soit que la vitesse du 
point de contact s’evanouisse ou non. 
Dans le premier de ces deux cas, on aura 
29, Bo=M'—el,, Cr=N; 
“—g—=0, 
et ces Equations, jointes A celles (24.), donneront: 
expressions dans les quelles on a fait, pour simplifier: 


Mm 


Il faudra de plus que linegalite 


se trouve verifiee. 

Si elle ne l’est pas, et que le frotiement soit surmonte, on aura, 
au lıeu des deux dernicres @quations (39.), celles (32.), dont la seconde 
devient, par la substitution des valeurs de @’, ß/, p, g: 

F,__ 
FR, 
Posons, pour un instant: 
F,aY,, ah, X—K:M = m, ı+Xe=n, 
Y+XKeL'=m‘, i+Ke=n‘, 
on aura, pour döterminer x, et y,, les deux &quations: 
an 
Le lieu de la premiere est un cercle, ayant son centre ä l’origine des 
coordonnees rectangulaires x,, y,; la seconde peut s’ecrire: 
42. (n"—n)a,y, + —my, = 0, 
et sous cette forme elle est evidemment celle d’une hyperbole &quilatere, 
ayant ses asymptotes paralleles aux axes des coordonndes, et passant par 
Vorigine. Le centre de cette hyperbole a pour coordonndes paralleles 
aux axes des 
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x,, et y,, sont les lignes repr6sentees (Tab. III. Fig. 1.) par OP et PC; 
leurs sıgnes dependront de ceux des quantites za, m’, n'—n. Pour fixer 
les idees, on peut supposer que le point Ü tombe dans l’angle F,OX,, ou 
que les coordonnees &,,, Y,, sont lune et lautre positives: les raisonne- 
ments seraient les m&mes dans tout autre supposition. 

Maintenant il est clair 1° que le cercle (41.) et I’hyperbole (42.) 


ont en general quatre points d’intersection, designes sur la figure par N, 


N’, N’, 2° que, puisque la branche VON’ passe par l’origine O, il 
y a au moins deux points d’intersection /V, IV‘, situes, Tun dans langle 
Y,OX,,, Yautre dans l’angle X,OY,,; 3° que les deux autres points d’ın- 
terseclion, s’ils existent, sont situes dans le m&me angle F,OX, qui com- 
prend le centre € de l’hyperbole. On concoit donc la possibilit€ que x,, 
ou F\, F,, admettent quatre systömes difförents de valeurs reelles. 

Mais en remontant A la seconde equation (41.), ıl faut observer 
que, par la nature de la question, x, et y, doivent &tre respectivement de 
signes contraires a m +nx, et m’--n‘y,; ce quı suppose: 1° que «x, et 
y, sont respectivement de signes contraires a m, m’; 2° que nx,, n’y, 
sont numceriquement inferieurs a m, m’, ensorte que 


m? m’? 4 
43. 

La premiere condition sufhit, d’apres linspection de la figure, pour montrer 
que les points IV‘, donnent des solutions Etrangeres la question; 
il faut prouver qu’a l’egard du point /V, la seconde condition, exprimee 
par inegalıtes (43.), est aussi satisfaite. Or sı l’on avait, par exemple: 

m? 

ın se trouvant de signe contraire a nx,, et nume£riquement plus petit, 
tandis que 7m’ est deja de signe contraire a r’y,, il rösulterait de la se- 


conde &quation (41.) que 7m’ serait aussi numeriquement plus petit que 
n'y,. On aurait donc 


et en consequence 


ce qui serait Ja m&me chose que linegalıte (40.) qui, par hypothese, n’est 
pas verifiee. Donc en definitive, il y a toujours un systeme de valeurs 
pour £,, F,, et il ny en a quun seul qui satısfasse a la question. 


- 
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1l. Occupons nous maintenant de traiter d'une maniere generale 
le cas ou l’une des composantes du frottement, Z/,, s’&vanouit, en vertu 
des conditions (22.), expliquees au N.5. On aura d’abord 
les equations (24. — 77.) se reduiront ä 
My=Z-+P; B=M+Pu+F,u; 
et sı l’on fait 
S=1+Kw, T—=K'uu, 
U=Z+XKuM, =X+KuM', 
on en tirera pour valeurs de P,f\, dans le cas ou la vitesse du point 
de contact est detruite: 


P— U,T—S,U 


89, — T? 
Il est tres essentiel d’observer que 
435.8, —- 7" 
en sorte que le denominateur de ces valeurs de P, F, est essentielle- 
ment positif. 


UT—SU, 


D’apres ce qu’on a vu dans le precedent md&moire (N’. 8.), ıl faut 
que la quantite ZU soit negative, sans quoi le point (£, ©) se detacherait 
du plan fixe. U exprime la vitesse que prendrait le point (£, ©) par 
laction des forces X, F, Z, s'ıl n’y avait en ce point ni percussion ni 
frottement; ou bien, en supposant que le corps vienne choquer le plan 
fixe, U exprime la vitesse du point (£, £), immediatement avant le choc. 
Or on a vu dans le m&moire qui precede, que lorsqu’on faisait abstrac- 
tion du frottement, la condition U <ZO entrainait celle P>0, et vice 
versa: mais ici il n’en est plus de m&me, ei comme P doit toujours 
&tre une quantite positive, il faut poser, independamment de la condition 


U<.0, celle 
U T—S,U>0. 


Il faut en outre que le frottement F', soit numeriquement infdrieur A eP, d’oüu 
+ UT—SU)<: U, T—S,U), 
le sıgne + etant choisi de maniere a rendre le premier membre de l'in- 
egalite positif. 
Quand la resistance du frottement est surmontee, la derniöre dqua- 
tion (44.) est remplacee par !,=-+eP, selon que 


L 
> 
> 
+ 
Pr 
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Z0. 
Or la supposition =—eP donne: 
U 
et celle /,=:P, donne par la m&me raison: 


Aınsi, P devant toujours rester positif, les systemes d’indgalites propres 
ä chacune de ces deux hypotheses, seront: 
U SU,— UT—s(U,T—S,U) 


U SU, — UT+e(U,T—S,U) 


Mais puisque Z/ est negatif, sans quoi le corps se detacherait du plan, 

on peut remplacer la premicre et la troisieme de ces indgalites par 
S+:.7>o 

et des lors la seconde et la quatricme peuvent s’ecrire, en supprimant 

les dönominateurs positifs 


SU, — DT 
SU.—-UT+ 


12. Le cas ou Von a U > 0, et ou le point (£, se detache du 
plan sans percussion ni frottement, exclut evidemmeni tous les autres, 
En le mettant a part, ıl faut prouver que les systemes d’inegalites, re- 
latifs aux trois autres hypoth&ses, sont de telle sorte que Yun d’entre eux 
est necessairement verilie, quel que soit le nombre empirique x, et que la 
verification d’un seul entraine lVexclusion de tous les autres. Pour plus 
de clarte, grouppons ensemble ces divers syst&mes, on aura: 

1°. Si le frottement detruit la vitesse du point de contact: 

UT—SU>o, 
Ma) SU) U, T—S,U), 
le double signe ayant pour objet de rendre le premier membre de la 
derniere indgalite toujours positif. 

2. Si le frottement ne detrnit pas la vitesse du point de contact, 

et que ce point se meuve dans le sens des » positives: 
(B) 
SU, — UT U, T—S,U)>0. 


Si le point de contact se meut dans le sens de x negatives: 


3 
| 
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(B,) S+:el> 0, 

4) SI, — T—S,U)<o. 
D’abord les systemes (4) et (B) sont incompatibles; car si SY,— UI >0, 
Vınegalite (a’) est lopposde de et sı au contraire SU, — 
au moyen de ce que linegalıtö (@) serait satisfaite, le premier membre 
de celle (d’) serait forme par laddıtion de deux termes negatıls, en sorte 
qne cette derniere inegalit& ne pourrait Ötre verifice, Par une raıson ab- 
solument semblable, les systemes (4) et (D,) ne peuvent subsister Sı- 
multandment. Enfin on prouvera quil en est de legarıll des 
systemes (D) et (B,); car des indgalıtös (6°), ) on tire: 

or, puisque (db) et (Öb,) seraient verifices par hypothöse, on peut diviser 
les inegalites prec&dentes par les facteurs positifs S-+e/, ce 


° 


et par suite 
(T+ES)U 


S-t:T 


- ou en faisant disparaitre les denominateurs positifs, et reduisant: 


22.U (88, — 7°) >0. 
Mais U est negatıf, donc on devrait avoir S$,—T”<Z0, ce qui est ab- 
surde d’apres l’equation (45.). 


Il reste a prouver que l’un des trois systemes (A), (BD), (D,) est 
necessairement verifie. Or, pour que cette proposition ne füt pas vraie, 
ıl faudrait qu’en assignant de certaines valeurs aux quantilcs e, U, U, 
etc., une au moins des deux inegalıtds qui entrent dans chaque systeme, 
ne füt pas satısfaıtee Formons done toutes les combinaisons 3 A 3 qui 
peuvent avoir lieu, en prenant une inegalıt@e dans chacun des sysiemes, 
et indiquons les par la notation suivante: 

la, b, bi], 5], d, 6], 
en sorte, par exemple, que le symbole [e, 5, d,} designe la combinaison 
des trois inegalites (2,), dont aucune ne serait satisfaite, afın 
que par suite aucun des trois systemes (4), (DB), (B,) ne püt avoır lien. 


1° et ”. Il est clair d’abord que les deux combinaisons [e, 5, b,], 
le‘, sont superflues ä considerer; car selon que l!on a ou 
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une des deux inegalıtes (5), (d,) est necessairement satisfaite, A cause 
que Ö et S, sont des quantites positives de leur nature. 


3°. La combinaison [e, 5’, 5] est impossible; car, des deux in- 
egalites: 
SU,— UT—:(UT—S,U)<o, SU, T—$,U)>0, 
on tire, en &liminant — UT: 
T—-S,U>0; 
et par consequent si les deux inegalites (2), (2) ne sont pas satisfai- 
tes, celle (@) l’est necessairement. 


4°. combinaison 5’, repugne encore evidemment; car, 
selon que SU,— > ou <0, Tinegalite sera directement lop- 
posee de (b’) ou (d,); et des lors, si lune n’est pas verifiee, Tautre 
doıt l'etre. 
9’ et 6°. combinaison [e, 5, suppose que !’on ait: 
UT—S,U<0o, S—:T<o, SU, — 
En vertu de la seconde de ces inegalıtes, T' est positif; la pre- 
miere et la troisieme donnent alors: 
(T+:S, 
U(SS,— 2?) 0, 
ce qui serait absurde, ainsı qu’on la vu plus haut. On demontrerait de 
m£me limpossibilite de la combinaison |a, 2‘, b,]. 


dou 


et en r&@duisant 


7’ et 8°. Il est claır que la combinaison [«‘, 2, 5,] implique con- 
tradiclion, dans le cas ou UT—STU, >0, puisqualors (@’.) est directe- 
ment l’opposce de (57). Sı au contraire on a UT—SU,<-0, de ce que 
les inegalites (@‘) ne sont pas veriliees, ıl resulterait 

SU,—UT>:U,T—$ U; 
le premier membre de cette derniere inegalıte etant positif par hypo- 
these, et le second l’etant aussi, sans quoi l’on retomberait sur la combi- 
naison 5/] qui vient d’ötre demontr&e impossible, En vertu de la 


premiere inegalite, on peut mettre la seconde sous la forme 


(eS,— T)U 
. 


3 
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et comme on a d’ailleurs, d’apres la supposition UT— STD, <C0, 
UT 


(eS,—T)U_ UT 

eT—S > 5’ 
ce qui conduit encore ä la consequence absurde U(SS,—T”)>0. Un 
raisonnement entierement semblable ferait rejeter la combinaison 5‘, b,], 


i il en resulte 


Ainsi en definitive, quelles que soient les valeurs de =, U’, U, etc. 
pourvu seulement que U soit negatıf, un des trois systömes (#4), (B), 
(B,) est necessairement satisfait, et il n’y en a qu’un seul. 


Mais sı U etait positif, ıl pourrait se faire que les systömes rela- 
tifs aux autres hypothöses, par exemple le syst@me (4) (qui ne change- ; 
rait pas de forme), ou les systömes (B), (D,) (dans lesquels il faudrait Be 
changer les signes > en <[, et r&eciproquement), fussent encore satisfaits. 
Ceci fait voir que dans l'ordre du calcul, Y’hypothese quı consiste ä sup- 
poser que le corps se ditache du plan sans percussion ni frottement, doit 
avoir la prioritd sur les autres; c’est-A-dire quelle exclut les autres 
hypethöses, m&me quand les conditions relatives a celles-ci se trouvent 
verifices: au lieu que cette premiere hypothcse une fois exclue par la 
relation 0, Vordre dans lequel on essaiera les trois autres systemes 
(B), (B,) est indifförent; puisque des lors un seul de ces systöme, peut 
se trourer verifie. Tous ces resultats n’ont rien que de conforme A l'or- 
dre logique des idces; et sı analyse qui sert ä les &tablir, offre quelque- 
chose de trop minutieux, nous pensons qu’on le pardonnera en raison de 
la nouveaute du sujet. 

13. Lorsque 7’ est nul, ce qui arrivait dans les cas de la sphere 
et de l’ellipsoide, traites prec&demment, la valeur de P se trouve egale 


U . 
1 A —, que le frottement soit surmont@ ou non. Ainsi, pcurvu seule- 


ment que U soit negatif, les ındgalıtes (a), (b’), sont satisfaites d’el- 
les- mömes; celles (5’), se reduisent 
+SU <—:US, —SU>—:UDS. 
Si la premiere de ces inegalıtes n’est pas vcrifie, Ja seconde ou la troi- 
| sitme le seront, selon que U, > ou d’ou on conclut que la vitesse 
2 du point de contact au premier instant du mouvement sera de möme 
signe que U,; et comme, dans le cas oü le corps yient frapper le plan 
fire, U, exprime la vitesse du point de contact avant le choc, estimde 
Crlles Junrozl d. M. V. Bd. 3. 32 
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parallelement aux x, il en faut conclure que sa vitesse apres le choc, 
sera dırigee dans le m&me sens. 

Mais dans le cas general, et lorsque la r&sitance du frottement est 
surmontee, le point de contact se mouvra dans le sens des x positives ou 
negatives, selon que les quantitcs 7, 7 —$,U, SU, — UT seront de mömes 
signes ou de signes contraires: or delä ne derive pas la necessite que U, 
soit positif dans la premiere hypothese, et ndegatif dans la seconde; les 
vitesses du point de contact, parallöles aux x, pourront donc £tre dirigees 
en sens contraires, avant et apres le choc. 

Mr. Poisson, a qui Yon doit d’avoir remargqud cette circonstance, 
dans les deux medmoires citds plus haut, en conclut la ndcessit& de par- 
tager en deux periodes distinctes, le temps extr&ömement court, pendant 
lequel sopere le choc du corps contre le plan. En effet, observe-t-il, 
une percussion n’etant qu’une somme de pressions qui se succedent dans 
une durce tres courte, et le frottement total la somme des frottements 
partiels, correspondants ä chacune de ces pressions, il faut concevoir que 
la vitesse du point de contact, dirigee d’abord, par exemple, dans le sens 
des x positives, s’eteint graduellement jusqu’aä ce quelle soit nulle; apres 
quoi, la vitesse croissant de nouveau dans le sens des x ndgatives, le 
frottement s’exerce aussi dans une direction contraire: il faut donc cal- 
culer separcment les eflets de la percussion et du frottement dans ces 
deux periodes, pendant lesquelles celui-cı s’exerce suivant deux direc- 
tions opposces. 

Mais nous ferons d’abord remarquer que cette opposition dans les 
signes de la vıitesse, avant et apres le choc, n’est qu’une application parti- 
culiere des formules du N’. 7., d’apres lesquelles la composante parallele 
au plan fixe de la vıtesse du point de contact, doit en general £tre dıri- 
suivant des droites diffErentes, avant et apres le choc. Il faudrait 
donc, d’apres le m&me principe, considerer la vitesse, et par consequent 
le frotterınent, comme variant en direction par degres ınsensibles, depuis 
celle quelle avait avant le choc jusqu’a celle qu’elle prend apres le choc. 
Il faudrait donc distinguer dans la duree inappr£ciable de la percussion une 
infinit& de periodes distinctes; ou plutöt, sı on savait comment la pres- 
sion el&mentaire varie pendant la durdee du choc, et quelle est cette 
duree, il faudrait intögrer des formules analogues a celles du N”. 1., et de- 
duire de cette integration toutes les circonstances du mouvement, relati- 
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ves a linstant qui termine le choc. Mais on ne peut apprecier en an- 
cune fagon ni la dur&e du choc, ni la loı suivant laquelle la pression et 
le frottement varient pendant cette durde: les calculs que nous venons 
d’indiquer seraient donc inexecutables; et par la m&me raison, dans le 
cas particulier qui a donne matiere ä ces remarques, on n’aurait aucun 
moyen de connaitre linstant ou la vitesse du point de contact a change 
de signe, nı de calculer separ&ment les deux periodes du choc. 

Naus observerons en outre que, si l’on a bien suivi les explıca- 
tions qui pr&cedent, on doit comprendre que les formules relatives au 
premier instant du mouvement sont les m&mes, soit que le corps vienne 
choquer le plan fixe, ou qu'ıl subisse Jui-m&me une percussion, ou enlin 
quil soit tire du repos par l’action d’une force continue telle que la pe- 
santeur. Or dans ce dernier cas, les formules que nous venons de don- 
ner sont d’une exactitude rigoureuse; et lon ne pourrait subdiviser un 
element qui est, dans le sens absolu et math@matique du mot, inliniment 
petit. Concluons en donc que la mäme analyse doit s’appliquer &gale- 
ment au choc, quand on en considere les effets comme sensiblement in- 
stantanes, ce qui est jusqu’icı le seul moyen connu de les soumettre au 
calcul: car d’ailleurs, si on a egard a la rcalit& physique, et si l’on par- 
vient a r&duire analytiquement la theorie de la percussion et du frotte- 
ment ä celle des actıons ä distance, il est clair que lobservation de Mr. 
Poisson est de toute justesse. 

Sı !’on adoptait tout autre hypothese sur la nature du frotiement, 
que celle de la proportionnalite & la pression, on aurait des relations de 
forme itrcs differente, qui pourtant devraient toujours, par la nature de 
la question, entrainer des conscquences analogues a celles que nous avons 
developpees. Mais ıl sufit a notre objet d’avoir indiqu& cette nouvelle 
application du calcul des inegalites, en partant de ’hypothese commune- 
ment adoptee par les physiciens. On peut juger aussi par ce qu’on vient 
de lire, et d’apres les details donnds dans le memoire pröcddent, de la 
complication que prendraient les calculs, si l’on avait ä considerer l’ac- 
tion du frottement en plusieurs points de contact: les remarques que ce 
sujet comporte trouveront peut-£6tre leur place dans un autre artıcle. 

Villiers, pres Paris, le 8. juin 1829. | 
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18. 


Anwendung der ellipischen Transcendenten auf die 
sphärischen Polygone, welche zugleich einem kleinen 
Kreise der rugel eingeschrieben und einem andern 
umgeschrieben sind. 


(Von Herrn Stud. Richelot zu Königsberg in Pr.) 


I. 
In dem ersten Hefte des dritten Bandes dieses Journals hat der Herr 
Professor Jacobi das Problem: ‚die Relation zwischen der Distanz der 
Mittelpuncte und den Radien zweier Kreise zu finden, von denen der eine 
einem unregelmäfsigen Vielecke eingeschrieben, der andere demselben 
umgeschrieben ist” auf die Elemente der elliptischen Transcendenten zu- 
rückgeführt. 

Wenn man auf diesem Wege die bekannten Relationen für das 
Dreieck u. s. w. ableitet, so wird dies durch folgende einfache Betrach- 
tung sehr erleichtert, wonach aus der Bedingung für das r Eck ohne 
Weiteres sich die für das 22 Eck ergiebt. Nennt man nemlich, jener 
erwähnten Abhandlung gemäfs, R’ und r’ die Radıen der Kreise für das 
2nEck, und «’ dıe Distanz ihrer Mittelpuncte, während beı dem zEcke 
diese Gröfsen respective durch R, «@ und r bezeichnet sein mögen; be- 
zeichnet man ferner den ersten Winkel des 22Ecks am Mittelpuncte C 
durch 2 und beim znEck durch 2z,, indem beide Polygone wieder von 
dem festen Puncte P aus, wo die durch die Mittelpuncte des grofsen und 
kleinen Kreises gezogene Linie die Peripherie des gröfsern Kreises schnei- 
det, construirt sind, so ist der analytische Ausdruck für die Relation obi- 


ger Art bei einem 2rEck, welches nur einmal die Peripherie durchmilst : 
K 


wo K und £’ nach der in obiger Abhandlung gebrauchten Bezeichnung 


aus folgenden Gleichungen sich bestimmen: 


am(Ä) = und am()=a, 


& 
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50 dals die elliptischen 


z Op 
sing) — und sing?) 


gesetzt werden, worin e die in der oben erwähnten Abhandlung 
brauchte willkürliche Constante x bedeutet. 


Der analytische Ausdruck für das 2Eck wird hingegen: 
2K 


n 


worin: 
am(!) = &,, 
und daher 
ag op 


Hieraus folgt, dafs 
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ist, und folglich die Formeln für die Verdoppelung der elliptischen 


Transcendente gelten, welche Herr Legendre in seinen Firercices p. 


gegeben hat, wenn man statt ®, «&, und statt 9,, &, schreibt. 
So erhält man: 
1. tangza, = tange A («) 


sinz@, 


2. sına = 


was in (1.) substituirt, giebt: 
Nach der oben angeführten Abhandlung e aber: 
4. Ala,) = = cos = 


Dieselben Formeln gelten für &, R’, a’ und 


T. cc — l—xıx = (Ra)? — 


Setzt man also: 


2. 


| 

A 

un 
Aus (?.) folgt: 2 
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18. 


Anwendung der ellipüschen Transcendenten auf die 
sphärischen Polygone, welche zugleich einem kleinen 
Kreise der Jaugel eingeschrieben und einem andern 
umgeschrieben sind. 


(Von Herrn Stud. Richelot zu Königsberg in Pr.) 


I. 
In dem ersten Hefte des dritten Bandes dieses Journals hat der Herr 
Professor Jacobı das Problem: ‚‚die Relation zwischen der Distanz der 
Mittelpuncte und den Radıien zweier Kreise zu finden, von denen der eine 
einem unregelmäfsigen Vielecke eingeschrieben, der andere demselben 
umgeschrieben ist” auf die Elemente der elliptischen Transcendenten zu- 
rückgeführt. 

Wenn man auf diesem Wege die bekannten Relationen für das 
Dreieck u. s. w. ableitet, so wird dies durch folgende einfache Betrach- 
tung sehr erleichtert, wonach aus der Bedingung für das r Eck ohne 
Weiteres sich die für das 22 Eck ergiebt. Nennt man nemlich, jener 
erwähnten Abhandlung gemäfs, R’ und r’ die Radıen der Kreise für das 
2nEck, und «@‘ die Distanz ihrer Mittelpuncte, während beı dem zEcke 
diese Gröfsen respective durch R, «@ und r bezeichnet sein mögen; be- 
zeichnet man ferner den ersten Winkel des 22Ecks am Mittelpuncte C 
durch 2 und beim nEck durch 2z,, indem beide Polygone wieder von 
dem festen Puncte P aus, wo die durch die Mittelpuncte des grofsen und 
kleinen Kreises gezogene Linie die Peripherie des gröfsern Kreises schnei- 
det, construirt sind, so ist der analytische Ausdruck für die Relation obi- 


ger Art bei einem 2rEck, welches nur einmal die Peripherie durchmilst : 
K 


wo K und !‘ nach der in obiger Abhandlung gebrauchten Bezeichnung 


aus folgenden Gleichungen sıch bestimmen: 


am(Ä) = > und am(/) =a, 
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dals die elliptischen Integrale: 


gesetzt werden, worin e die in der oben erwähnten Abhandlung ge- 


brauchte willkürliche Constante x bedeutet. 
Der analytische Ausdruck für das 2Eck wird hingegen: 


2K 
. 
worin: 
am(t) = &,, 
und daher 
t 2 
sing?) 
Ist. . 
Hieraus folgt, dafs 

ist, und folglich die Formeln für die Verdoppelung der elliptischen : 
Transcendente gelten, welche Herr Legendre in seinen Firercices p. 25. s 


gegeben hat, wenn man statt ®, «&, und statt 9,, &, schreibt. 


So erhält man: 
1. tangza, = tange A («) 


und 
sind@, 


2. sına 


Aus (?.) folgt: 


Nach der oben angeführten Abhandlung ist aber: 


was in (1.) substituirt, giebt: 

2 (A 2, 

+1 


4. A(,) = v(1—c sın = RLa’ Ra’ 
Dieselben Formel gelten für &, R’, «‘ 
r’ 


6. A (a) = y(ı — sın (2,)) = 7,  c08 (&,) 


(R’ — 


Setzt man also: 
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R-.a 


so ıst aus (9. und 7.): 


Ferner giebt die Substitution von (4. und 6.) in (3.): 


Pre 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 


— p — — 99” 1) — pp” 1) p" 


woraus man ableitet: 


pP? — 

Setzt man diese Werthe von g und » in die Bedingungsgleichung für 
das zEck, so erhält man die für das 2rEck. 


woraus folgt: 


ge 


9. p = 


Es ist die Eulersche Bedingungsgleichung für das Dreieck: 
(R+-a—r)t!—a—r) = 
und für das Viereck: 


welche nach Einführung per Gröfsen p und g, 


p = Are udy= 
folgende Form bekommen: 
= und = 1. 


Für das Fünfeck findet man iii sehr einfache Formel, welche auf 
die längeren Bedingungsgleichungen der Herren Steiner und Fufs nach 
einigen lieductionen gebracht werden kann: 
Wenn man nun in diesen 3 letzten Formeln die Werthe von p und y 
aus (8.) und (9.) substituirt, so erhält man nach Fortlassung der Striche 
bei den Buchstaben p’ und g% 
für das Sechseck: 


| 
“ 
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für das Achteck: 
für das Zehneck: 
Die hier aufgestellten Formeln für das Sechseck und Achteck lassen sich, 
nach einigen Reductionen, auf dıe von Herrn Steiner und Fufs ange- 
gebenen bringen. 


Substituirt man in die Formeln für das Sechseck und Achteck 
die Werthe von p und 7 aus ($. und 9.), so erhält man nach Weglas- 
sung der Striche bei »’ und 9° folgende Formeln: 

für das Zwölfeck: 
— 


für das Sechszehneck: 
—N 
11. 


Die Bedingungsgleichungen für das sphärische Dreieck und Vier- 
eck findet man auf folgendem geometrischen Wege. 


Es seien (Taf. III. Fig.2.) auf der Kugel-Oberfläche zweı kleine 
Kreise gegeben, von denen der eine, mit dem Pole € und dem Abstande 
der Peripherie von dem Pole =R, den andern mit dem Pole e und dem 
Abstande der Peripherie vom Pole =r, umschliefsen möge. Die Distanz 
der beiden Pole, eben so wie A und r, Bogen eines gröfsten Kreises, heilse «. 
Aus irgend einem Puncte 4 des Kreises € lege man den Bozen eines 
gröfsten Kreises als Tangente an den Kreis e, und zwar am Puncte M, 
welche den ersten wieder in 4° schneidet; auf gleiche Weise ziehe man 
an den Kreis c die Tangenten 4’4, 44" u.s. w., wo 4, 4, 1” u. s. w. 
in der Peripherie des gröfsern Kreises € liegen, und 44’4'.... ein um- 
schlossenes sphärisches Polygon ist, das dem Kreise € eingeschrieben 
und dem Kreise ce umgeschrieben ist. Man lege durch cC einen gröfs- 
ten Kreis, welcher die Peripherie des Kreises C, rechts in P und links 
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in schneidet, so dafs 
CP =R, c<P=R-—e und <Q=R-ta 

ist. 

Man nenne ferner die Winkel 

ACPR = 20, CP = 230, A4’CP = 20” we w. 

Wenn man aber ın der Figur von P aus eine Tangente obiger Art an 
die Peripherie des Kreises c legt und sie den Kreis CE in P’ schneidet, 
PCP=aß. 

Es gelten für dıe rechtwinkligen sphärischen Dreiecke Mc und 
A'’Me tolgende zwei Formeln: 


cos4c cos Rcosa-sinR sina cos? 
co AM + 


cosr cosr 
und n in Rsi 
cos cos cos a-- sin R Jin a cos 
cosr cosr 
Nun ıst: 
AN A'NI . AN AM . AA' 
sin C03 sin 005 —— = sin 


2 2 2 2 2 
Wenn man folglich setzt: 


cosR cosa sin sina 
- und 
cosr cosr 


—— 


so erhält man: 
10. 2sınRk sin (0 = 


Wenn man hierin 2®=0 und 20=2ß setzt, so erhält man eine Re- 
latıon zwischen A, @, r und %; welche nach Einführung der Werthe von 
x und #° wird: 

cos2ß]) 
Wenn man statt cos2ß und sin? die Werthe durch tang?’ ausgedrückt 
schreibt, nemlıch: 


=2sinRcosrsinß. 


1 — tang tang 
1-+-tang ?* und sin? = Yil-tang dt)’ 
so erhalt man nach einiger Reduction: 

V |[cosr— cos(R—a)]? -Htangß*[cosr +cos(R+a)][cosr—cos(R—a)] 
+tang?*[cosr—cos( R+a)}[cosr+ cos(R—a)] 
Hieraus erhält man nach einigen Reductionen folgende einfache Formel: 


cos2ß 


?sinR cosr tane. 
} 


sin(R— a)?—sinr? 
cos MR? sinr* 


11. tangß? = 


18 
| 
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Wenn man nun von allen sich schliefsenden zn Ecken, welche um den 
Kreis c beschrieben und dem Kreise C eingeschrieben sind, dasjenige 
nimmt, dessen eine Ecke in P liegt, und man die Ecken der Reihe nach 
P’/, P' u.s. w. Pf") nennt, so ist es klar, dafs in diesem speciellen Falle 
der gröfste Bogen Cc das nEck in zwei gleiche und ähnliche Theile theilt. 

Hieraus folgt, dafs wenn man die Winkel alle von CP an nach 
einer Richtung rechnet und P” eine beliebige der Ecken ist: 

Ist daher =2A, so ıst: 
ZPCP® + Z/PCP® m, 

so dafs also die Ecke P” in O fällt, 

It z=2A+1, so ist: 


ZPCP®” + 2m, 
woraus folgt: 


are PH) Q; 


also steht der Bogen pe) pr) auf PP‘ senkrecht. 
Wenn man ferner die Berührungspuncte der Tangenten PP, P’/P' 
u. 5. w. M’, M'' u. s. w. nennt, so fällt für 2=2A+1, M” in den Bogen 
Für das sphärische Dreieck ist also: 
=a—2ß, 


cosP — 
tang P’C 


und daher: 


oder, da 


so ıst: 
tang —r) 


= tang R 


woraus folgt: 
tang R— tang{a—r) 
1+c0s28 tangR-+tang(a—r)’ 


sin 'R-r—.a) 
sin 


oder 
tangß? 
Dies mit der obigen Formel (11.) 


sin(R—a)?—sinr® sin(R+a—r) sin (R—a—r) 


tangß? = 


cos H*sinr* cos sınr“ 


gleich gesetzt, giebt: 


sin A+r—a) __ sin{(R+a—r)sin(R—a—r) 
sin(R-+a—r) 7" ‚cos li? sinr? 


12%. = sin r*. 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 3. Hit. 33 
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Setzt man den Radius der Kugel &, und behält die Größen der 

2ten Ordnung, so erhält man: 
(R—a—r)(R-a—r) = r, 
welches die bekannte Relation für das Dreieck in der Ebene ist. 

In dem Falle, dafs «==0 ist, haben beide Kreise einen Pol, wel- 
cher Fall der Concentricität der zwei Kreise in der Ebene correspondirt. 
Es gilt daher dıe Bedingung: 

tang = 2langr, 
für ein gleichseitiges sphärisches Dreieck. 

Beim Vierecke ıst: 

Folglich, setzt man in der allgemeinen Formel 
= 2ß und = m, 
80 ıst: 
{leosr— 
-+y lcosr+cosät cose+sinRsinacos2ß] |cosr—cos(R-+a) 
Setzt man 


1 — tang 1 
so erhält man: 
V {[cosr— cos(R—a)] 
woraus man nach einiger Reduction erhält: 


—2sinlitcosrcosj3 


cos Rh? sinr? 


tang? "sin R —sinr?? 
dies der obigen Formel (11.) | 
— 
cos sinr? 
gleich gesetzt, giebt: 
[sin(R+ e)’— sin [sin (A— e)’—sinr’] = sin 


oder 
13. sin(R+a-+r)sin (R--a—r) sin (%—a-+r)sin (R—a—r) = cos lösinr‘, 
welche Formel Herr Steiner ım 3ten Hefte des ?2ten Bandes ohne Be- 
weis mittheilt. 
Setzt man den Radius der Kugel = x, und behält nur die Gröfse 
der 4ten Ordnung bei, so erhält man die bekannte Formel für dıe Ebene: 
(R+-ae-+r) R+e—r) = r". 


Setzt man so ist 
4 tangR?’ 2tangr*: 
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die Bedingungsgleichung bei einem gleichseitigen sphärischen Viereck, 
welches dem Kreise R eingeschrieben und dem kleinen, zu demselben 
Pole C gehörigen Kreise r umschrieben ist. 

Obgleich endlich beide Formeln, die für das sphärische Dreieck 
und Viereck, nur für den speciellen Fall berechnet sind, dafs eine Ecke 
derselben in P liegt, so wird es sich später zeigen, dafs sie auch für 
jedes beliebig liegende Dreieck und Viereck gelten; indem allgemein der 
Satz bewiesen wird: 

„Wenn zwischen zwei kleinen Kugelkreisen, von irgend einem Puncte 
des gröfseren aus, sich ein geschlossenes sphärisches Vieleck von 
der Art beschreiben läfst, dafs die Seiten Tangenten des kleinen 
Kreises werden, und der gröfsere ıhm umgeschrieben sei, so läfst 
sich von jedem andern Puncte des grölsern Kreises ein geschlossenes 
sphärisches Vieleck von obiger Beschaffenheit und mit eben so viel 
Seiten beschreiben.” 


Il. 

Vermittelst der elliptischen Transcendenten kann man die vorge- 
legte Aufgabe in aller Allgemeinheit lösen, indem man sie auf die Thei- 
lung dieser Transcendenten zurückführt. 

Nimmt man in (Taf. Ill. Fig. 2.) eine an 44° unendlich nahe Tan- 
gente DD’ an, so dafs 4 und D’4’ unendlich kleine Gröfsen sind, so ist: 
ZADM=18S0°’— ZMD'A' und ZAMD= /A4'MD!. 

Wenn man sich aber der früher angegebenen Bezeichnung bedient, so ist: 
AD = sinR‘ö(2®), A'D' = sinRö(2 9), 
sin 4D:siın = sın AMD: sin DM, 
sin 4’D’:siın A’M = sin AM 


also 
[cos Rcosa-+-sin Rsinacos(2p)]? } 
_ cosr? 
o(2Y‘) 
cosr* 
oder, wenn man x und x’ wieder einführt, nemlich: 
cos Rcosa sinRsina 
= und = 
cosr 


so erhält man: 
Setzt man nun: 


33? 
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» 
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23 
das vollständige Integral, indem die der Differentialgleichung (14.) will- 
kürliche Constante desseiben dadurch bestimmt wird, dafs sie, da fü: 
ist, —=Il(2ß) wird. 
Nach einer, der von Herrn Professor Jacobi gegebenen analoger 


so ıst 


Bezeichnung ist: 
un 
29 = AMD), 29 = AMD), = AM(T,, 
und daher 
U+7T 
das vollständige Integral der Differential- Gleichung (14.). 
Das algebraische Integral derselben aber ist die Formel (10.): 
2sin Rsin(—Q) = + %'cos2@‘)]} 
+ yilıt — (#4 
Aber wenn 
m = und m’ =x-+r'cos2P 
ist, so wird das algebraische Integral: 
+ = 2sın Rsin 
Hier ıst sin? die Constante, welche aus der letzten Formel und dem 
Differential derselben: 


- — 


2y (l—m?) 
—= cos (P’—P) — 029, 
eliminirt, 
giebt. 
IV. 
Die Constanten «x und =’ geben folgendes constante Verhältnils: 

cosRcose:sinRsine:cosr = 

oder 


cos(R—a):cos(Ä--e):cosr = 
welches ın unserer Figur ist: 
= 


ei 
& 
“ 
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Man kann dies anwenden um die Multiplication obiger Transcendente 
für jeden beliebigen Winkel 22 zu construiren. 
Da nun aus (11.) die Relation zwischen A, a, r und ß gegeben ist, 


nemlich: 
sin{[R— a)? — sinr? 
tangß? 
cos? sinr* 
so kann man hieraus und durch die zwei Gleichungen 
cos cosa sin sina 
x % = 

cusr cosr 


für jedes 2, x und »‘, R, @ und r bestimmen. 

Während nemlich ın der Ebene r und @ für jedes beliebige « 
und ein festes A} bestimmt werden kann, ist hier r und @ schon durch 
R allein gegeben, und folglich ß für jedes A constant, da es ja auch 
nur einen kleinen Kreis giebt der zu dem gröfsern um (€ eine solche 


Lage hat, dafs 
cos(R— a): cos(R-+«):cosr 
ein constantes Verhältnifs wird. 

Es ändert sich also mit dem jedesmaligen ß auch das A, und 
zwar nach folgender Gleichung, welche man erhält wenn man in (I10.) 
und macht: 


2sin 
a und r bestimmt man dann aus den Gleichungen für x und #‘, nemlich: 
/ 


16. tange = — cotang A, 


== sın 


und 
cos A? sinR? 


Um also den Winkel 20’ zu finden, der die Eigenschaft hat dafs 
129) = ode 

ist, beschreibe man zwei kleine Kreise um einen beliebigen Punct €. 
deren Lage und Gröfse durch die Gleichungen (15., 16. und 17.) be- 
stimmt sind, mache PC4=29 (Taf. Ill. Fig. 2.), und lege 4.2’ als Tan- 
gente an den Kreis c, so wird PC4’=209 sein. 

Legt man von 4 eine 2te Tangente 4/4” an den Kreis c, so ist, da 

PCA' = 209 


oder, wenn nach der vorigen Bezeichnung 


17. cosr? = 


ist: 


- 
q = 
x 
3 
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= AMD) 


U! 
Schneidet die nach einer Richtung gelegte nte Tangente den Kreis 
C ın A”, und ist PCA4”, nach derselben Richtung genommen, = 29", 
so ıst: 


oder wenn 


1st: 


29" = AM(U®"), 


vr = 
Um einen Winkel 2” zu finden, von der Eigenschaft dafs 
sei, lege man von 4 eine zweite Tangente an den Kreis c, aus 4”, wo diese 
den gröfsern Kreis schneidet, eine dritte u. s. w., alle nach einer Rich- 


tung. Es wird dann 4”, wo die nte Tangente den gröfsern Kreis schnei- 
det, so beschaffen sein, dafs man erhält: 


/PCA” = 20”, 
nach derselben Richtung gemessen. 


Um endlich einen Winkel 2ß,„, von der Beschaffenheit zu finden, 
dafs folgende Gleichung Statt findet: 


19. II@ß,) = oder = nT, 
22, = AMCT,) 


ist, darf man ın der obigen Construction nur @=0 machen, oder die 
n Tangenten von JP’ aus zu legen anfangen. 


1st: 


worın 


Die analytische Bedingungsgleichung für die Lage und Gröfse 
zweier Kreise ist, damit von einem beliebigen Puncte 4 aus ein umge- 
schlossenes sphärisches 2Eck von obiger Beschaffenheit den Bogen 29, — 29 
in der Peripherie des grofsen Kreises von 4 aus durchmesse, die Formel (18.): 

Wenn man Ä’ durch die Gleichung 

AM(K) = 2r, 
bestimmt, d.h. 
= 
setzt, so ist, wenn 7 eine ganze Zahl ıst, 
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= 
20. «oder, von beiden Seiten M genommen, 
2ia + AM.U = 
denn Beides folgt aus der trigonometrischen Natur des Integrals II, wel- 
welches mit 2” periodisch ist. 
Setzt man also in (18.): 
20, —29 = 2im, 
in welchem Falle das von 4 aus construirte Vieleck sich in £ schliefst, 
so ıst, da nach (?20.) | 
Il(29,) — = ll2ir 
21. = n.l1l2ß, 
die Bedingungsgleichung für das sich in 4 schliefsende Vieleck. 


ist, 


Da ın dieser Formel ® gar nicht vorkommt, so kommt es auf 
den Ort des Anfangspunctes 4 nicht an. Es ist hierdurch der lsehrsatz 
von (111.) bewiesen, und die Einschränkung erlaubt, von I aus das Viel- 
eck zu construiren. 

So ıst das vorgelegte Problem über die sphärischen Vielecke auf 
die Theilung der elliptischen Transcendente Il(2r) oder Ä‘ in x Theile 
zurückgeführt, und es ergiebt sich folgendes Theorem: 


Theorem 1. Wenn A und r die gröfsten Bogen sind, mit denen 
zwei kleine Kreise auf der Kugel um € und ce beschrieben sind, von 
denen der eine einem sphärischen Eck umschrieben, der zweite ihm 
eingeschrieben ist, und man den Bogen eines gröfsten Kreises Oc= «a 
setzt, so ıst ımmer 

wo ! die Anzahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie 
bedeutet, und , # und #’ durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 
sin(R— sin(R—a—r) 08 R cosa sin R sin a 


cos Al? sinr*® cosr cusr 


tangß’ = 


Hieraus erhält man zugleich die analytische Bedingungsgleichung zwi- 
schen Z, @ und r; will man sie algebraisch ausdrücken, so geschieht 
dies mit Ilinzuziehung des algebraischen Integrals (10.) unserer Dife- 
rential- Gleichung: 


> 
= 
; 
3 
- 
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Es ıst wünschenswerth das obige elliptische Differential in die 
sewöhnliche Form der elliptischen Transcendente zu transformiren, um 
dann die Aufgabe von der Kugel auf die bei der Ebene im Allgemei- 
aen zurückzuführen. 

Hiezu dient folgende Transformation: Die gewöhnliche Form der 
elliptischen Transcendente, welche auch bei der correspondirenden Auf- 
gabe in der Ebene vorkommt, ist 
Y (1—c? sin y?)' 


' 
Um letztere ın erstere zu transformiren, setze man: 


so dafs ® und :b zu gleicher Zeit =0 und =; werden. 


Setzt man den Factor von tangı), =g, so ist 


(1-38 * tangy?) cosyp* 


Unsere war (14.) 


Ferner ıst 


= 


Setzt man nun: 


1—g? 
c083P — 1-+tangp® 1+35° tang 


1-+-g?tang w* 
1—(2 
Ferner erhält man: 

Aus den drei letzten Formeln folgt: 


so ıst 


2 
.sınYy ) 


“ 
® 
& 
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Da dies die Form des gewöhnlichen elliptischen Difterentials ist, und 
die Construction der Multiplication und Addition desselben in der No. 1. 
erwähnten Abhandlung angegeben ist, so hat man auch die Construction 
unseres obigen Differentials auf jene frühere zurückgeführt. 
Wir haben oben für das sphärische 2 Eck obiger Beschaffenheit 

die Bedingungsgleichung (21.) gehabt: 

= nll(@ß), odr X“=n.]17, oder 

J, 002g)” — o 

Hieraus wird jetzt 


so dafs zwischen ß und & die aus der Transformation ee Be- 
dingungsgleichung statt findet: 


tangß = tang«. 


\Wenn man aber 


setzt, und die Bedingungen von I. wieder 2 ee werden, nemlich: 
amt=a, amä= 


so ıst das letzte Integral: 
oder 2X=nt. 
Dieses ist aber die Bedingung für ein 2 Eck in der Ebene, und daher 
folgendes Theorem aufzustellen: 
Theorem ?. „Die analytische Bedingungsgleichung für ein Eck 
in der Ebene, damit es einem Kreise ein- und dem andern umgeschrie- 


ben seı, welche 
2K 
ist, für den Modul genommen: 
4x 


giebt, verbunden mit der Formel: 
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den ersten Polarwinkel 23 = PCP’ von ‚einem sphärischen Vieleck mit 
eben so vielen Seiten, welches zu 2 kleinen Kugelkreisen dasselbe Ver- 
halten hat, deren Gröfse und Lage durch die Formeln (15., 16. und 17.) 


=sınK, 


2sin 
bestimmt wird. 
Wenn man statt der Gröfsen x und x’ ıhre Werthe zurück selzt: 
ceosR cosa __ siwAsina 
so erhält man: 
(R—a-+r). (R—a—r) 
ii sin 5 sin 5 
1—(2—x') . (R+a+r) .. (R+a—r) 
sın sın 
2 2 
Ferner wird: 
ben cosr 
ein sin (R+ta a Fr) 
| 2 2 2 2 
endlich wird: 
sin R sina cosr 


woraus folgt: 


tang 


Hienach wird das allgemeine Differential: 


cosr 


2 2 2 2 
cosr sinR sinasiny* 
R—a+r R-—a—r . Rta+r. R+a—r 
cos 5) cos 2 sin sin 5 


Die Formeln aus No.I. für cos und 1—cc mögen jetzt ver- 
glichen werden mit den Ausdrücken für diese Gröfsen auf der Kugel. 
Es war: | 


| 


18. Dichelot, eine geometrische Anwendung der elliptischen Transcendenten. 26) 


und für die Kugel-Oberfläche: 
tang (Fe) 


sin(R— a)? —sinr? 


| 


m — == 
tan? = cos li? sinr? R+a+r 
tang 5) tang ( 2 ) 
Mit Anwendung der Formel: 
R 
tangß = tang« 
2 2 
{ erhält man endlich folgende Gleichungen: 
R—a+r R—a— R—.a\? 
- 2 r 
und 
.„ R-a+r. R—a—r R—a+r 


coc R?®sinr? 
H—a R—a—r 
sin 


sin 


woraus folgt: 


R +r „Rzetr 


R+a-tr 2 sin(R-+r)+ sin 
22. - == 
r sinr cos R sinr 
R-a—r R-a—r 
R-ta—r 2 . 2 sin(R—r)+ sin a 
r cos R sinr cos It sinr r 
.„ R-a+r R-+tatr 
24, R—a-tr 2 2 sin(R-+r)—sin.a 
cos R sinr cos A sinr 
R—a—r Rta—r = 
R—a—r 2 p> 2 sın (R r) — sına 


cos R sinr cos R sinr 


Es folgt hieraus: 
n tane R a sina 
ud — — 
tangr r cosRsinr 


34# 


| 
| 
R — a\? 
E 
- 
= 
| | 
= 
4.5, 
x 
Die 
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Es finden sich diese Formeln alle beim Dreieck und Viereck bestätigt, 
und ım Allgemeinen gilt daher folgendes Theorem: 

Thorem 3. „Wenn man eine Bedingungs- Gleichung zwischen A, 
e und r für ein 2Eck ın der Ebene hat, welche dem Kreise R ein- und 
dem Kreise r umgeschrieben ist, und man folgende Substitution anstellt: 


R __ tanesh . 

r tagr? r  cosRsinr’ 
so erhält man unmittelbar. die eorrespondirende Bedingungs- Gleichung 
zwischen Z, r und a auf der Kugel-Oberfläche für ein sphärisches Po- 


Iygon von gleich vielen Seiten.” 


Wir wollen dies Theorem am sphärischen Dreieck und Viereck 
obiger Beschaffenheit prüfen, wofür ın No. Ill. die Formeln (12. und 13.) 
auf geometrischem Wege abgeleitet sind. 
Die Formel für das Dreieck ın der Ebene ist: 
(R-ae—r) A—a—r) = 
hieraus folgt aus (23. und 25.) für das sphärische Dreieck: 
sin (R-H-a—r) sin (R—a—r) = sinr“. 
Die Formel für das Viereck ın der Ebene ist: - 
(R-a—r) = r’; 
hieraus folgt aus (?2., 23., 24%. und 25.) für das spärische Viereck: 
sin (AH R—a-+r)sin ( A—e—r)= cos? sinr*. 
Beide stimmen mit den obigen völlıg überein. 


Die Formel für das Fünfeck ın der Ebene war: 
= 


= 
Dieses giebt, wenn man für » und 9 die Werthe setz!, 


oder 


R-+a R—a, 
und 9 = 


Da nun aus den Transformationsformeln (??., 23., 24. und 25.) 
(R+a)? (R—a)? __ (> 
2 


r r? cos sinr*® 


so folgt für das sphärische Fünfeck folgende Bedingungs- Gleichung: 
4 (sin sin sin (R+a—r)sin (A— a—r)cosR? sın 
— [cos R'sinr*— sin sin (R-Ka—r)sin 


| 
BE 
SE 
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Die Formel für das Sechseck ın der Ebene ist: 


r? r r? 


Auf ähnlichem Wege als beim Fünfeck erhält man für das sphärische 
Sechseck folgende Formel: 
4 sin (R+a—r) sin (R—a-r)sin (R—a—r) 
[cos R'sin sin (i+e--r) sin (k--a—r) sin (R—a-Fr) sin (R—a—r)|*. 
Die Formel für das Achteck ın der Ebene ist: 


Aus denselben obigen Transformationsformeln (22., 23,, 24. und 25.) folgt: 
16 (sinf?? cosr? —sin a?)*cosRr* sinr* sin(R--a+r) Rt--a—r) sin(R— sin R=a—r) 
= [cos ({R--a—r) sin (R—a--r) sin 'R—a—r)]*. 
Königsberg, den 1. Mai 1829, 
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19. 


Über ein neues Princip der Geometrie und den 
Gebrauch allgemeiner Symbole und unbestimmter 
Cocflicienten, 

(Von Heırn Prof. Plücker zu Bonn.) 


1. In neuester Zeit ist die eine grofse Hälfte der Geometrie, die von 
Grölsen - Bestimmungen unabhängig ist, und die H. Gergonne aus die- 
sem Grunde Geometrie de situation genannt hat, mit besonderer Vorliebe 
ausgebildet worden. Hier ist es, wo die verschiedenen Projections- Me- 
thoden, vereint mit dem principe de continuite, auf eine überraschend 
leichte Art zu einer unzähligen Menge von Resultaten führen. Hier ist 
aber auch das Feld, wo die Vortheile der allgemeinen analytischen Me- 
thode sich am augenscheinlichsten darstellen. Ein Symbol, das die all- 
gemeine Gleichung der Linie irgend einer Ordnung bezeichnet, stellt 
mithin auch alle möglichen einzelnen ebenen Curven dar, die man durch 
irgend eine Projections- Art einer, als gegeben betrachteten Curve dieser 
Ordnung erhalten kann. Wir brauchen also hier nicht zu projiciren. Die 
reinen Situations-Beziehungen gegebener Curven oder Flächen zu ein- 
ander sind durch Gleichungen zwischen den, diese Curven oder Flächen 
vertretenden Symbolen und unbestimmten Coöfhicienten gegeben: wir brau- 
chen also hier nichts von der Proportionen- Geometrie (nicht die harmo- 
nische Theilung, nicht die Theorie der Transversalen) zu entlehnen; 
auch nicht in den einfachern Fällen, die das Projections-Verfahren nach- 
her zu verallgemeinern lehrt. Und endlich die Theorie der idealen Chor- 
den, die Hauptgrundlage des fruchtbaren princzpe de continuite, ist nach 
meiner Ansicht nichts Anders als eine geometrische Umschreibung der 
algebraischen Theorie der imaginären Wurzeln solcher Gleichungen, zu 
denen man gelangt, wenn man die Coordinaten zwischen den Gleichun- 
gen zweier Curven eliminirt: das Princip ist also schon von selbst in 
der allgemeinen analytischen Behandlung enthalten, und hat hier nichts 
Gewagtes, wie in der rein geometrischen Behandlung, für welche mir 
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dasselbe, dessen ungeachtet, die schönste und eine nothwendige Erweite- 


rung däucht. 
Das, was die beiden in Rede stehenden Metlioden mit einander ge- 


mein haben und wovon bei den alten Geometern, die mit ängstlicher Ge- 
wissenhaftigkeit alles Einzelne zusammenreihen, fast keine Spur vor- 
kommt, sind jene allgemeinen Gesichtspuncte oder Principien, unter 
denen sie die Sätze zusammenfassen und dadurch aus einzelnen bewie- 
senen Sätzen sogleich viele ableiten. Hierhin gehören zunächst die Theo- 
rie des Projicirens und das principe de continuite, deren Vortheile, nach 
dem oben Bemerkten, in der Verbindung allgemeiner Symbole vermittelst 
unbestimmter Coefhicienten einschliefslich enthalten sind. Hierhin gehört 
die Poncelet-, Gergonnesche Zheorie des polaires reciprogues (principe 
de dualite), die jeden Satz verdoppeln lehrt und die nur ein specieller 
Fall des Princips der Variation der Constanten ist, über das ich bereits 
schon an einem andern Orte einige Andeutungen gegeben habe und das 
ich später mit aller Ausführlichkeit behandeln werde. Hieran reiht sich 
endlich auch dasjenige neue Princip, von dem am Ende dieses Aufsatzes 
kurz die Rede sein wird, nach welchen man sogleich alle Sätze der linearen 
Sıtuations- Geometrie auf die Curven irgend einer beliebigen Ordnung im 
Allgemeinen, und insbesondere auch auf Kreise etc. übertragen kann. 
Zuvörderst ist es aber nothwendig zu zeigen, wie solche Sätze, 
die sich auf den Durchschnitt von geraden Linien beziehen, sich, in- 
dem man sie direct angreift, vermittelst allgemeiner Symbole und unbe- 
stimmter Coefficienten heweisen lassen. Hier mufs ich mich auf ein 
Paar Beispiele beschränken, die einen Theil einer gröfsern Abhandlung 
bilden. Neue Sätze zu beweisen, liegt hier natürlich nicht in meiner Ab- 
sicht, wohl aber, nebenher wenigstens, durch ein passendes Beispiel zu 
belegen, wie jeder hierher gehörige Satz, auch der zusammengesetzteste, 
sich ohne Mühe der Methode schmiegt. Hiernach wendete sich meine 
Aufmerksamkeit auf eine Gruppe von Sätzen die im Maihefte des Jahres 
1825 der zu Montpellier erscheinenden Annalvs des mathematiques 
zum Beweise vorgelegt worden ist, und die mir vorzugsweise elegant 
schien. Diese Auswahl mufste mir um so passender scheinen, als seit- 
dem durchaus nichts weiter über diese Gruppe von Sätzen erfolgt ist, 
und wie ich jetzt glauben mufs, auch ihr Urheber dieselbe nicht bewie- 


sen hat, da sie zum Theil falsch sind. 
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Beispiele des Gebrauchs allgemeiner 5; ınbole und unbestimmter Coefheienten. 

2. „Wenn die Seiten zweier Dreiecke sich, paarweise genom- 
men, in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen, so 
erhält man aufserdem noch sechs Durchschnittspuncte. Wenn man je 
zwei dieser sechs Puncte durch gerade Linien verbindet, so erhält man 
fünf und vierzig neue Durchschnittspuncte, von denen (die obigen drei 
in gerader Linie liegenden mitgerechnet) sechszig mal drei in gerader 
Linie liegen.” 

Wir wollen die Seiten der beiden Dreiecke durch die Gleichungen: 

und diejenige gerade Linie, auf welcher die drei Durchsehnitte dersel- 
ben liegen, durch: 

d==0 
darstellen. Alsdann sind die Bedingungen des vorstehenden Satzes durch 
folgende Gleichungen ausgedrückt: | 
d* bo md, md, 
oder auch, da über die gerade Linie d (deren Gleichung: d= 0) durch- 
aus keine nähere Bestimmung im Satze vorkommt, durch folgende: 
Wir erhalten alsdann, als einzelnen Fall des obigen Satzes, folgende 
drei Puncte: 
le, (d, 5/,c)],; [d, (a,c; «551, 

die in gerader Linie liegen. 


*) Wenn wir durch a, a’ und d lineare Ausdrücke von der Forn (y+Ax+D) bezeich- 
nen, so erhalten wir, wie bekannt, wenn die drei geraden Linien: 
durch denselben Punct gehen sollen, folgende Bedingungs- Gleichung: 
nat ua =d, 
in welcher # und u’ zwei Coefhicienten bezeichnen, Statt dieser Gleichung können wir offenbar 
auch die Gleichung des Textes nehmen, wenn wir unter a und a’ Ausdrücke von der allgemeinern 


Form (Ay+Bx-+C) verstehen. 


*") \Venn (a) und (5) zwei Puncte bezeichnen, so stellen wir diejenige gerade Tinie, die durch 
diese beiden Puncte geht, durch (a, 5) dar; wenn (a) und (b) zwei gerade Linien bezeichnen, so 
stellen wir durch (a, 5) ihren Durchschnittspunct dar. Hiernach ist [(a, b), (ec, d)], oder, was wir 
hiermit für identisch nehmen, [a,b; c,d], wenn (a), (b), (c) und (d) Puncte bedeuten, der Durch- 
schnitt der geraden Linien (a, 5) und (c,d); wenn aber jene Buchstaben gerade Linien bedeuten, 
diejenige neue gerade Linie, welche die beiden Pancte (a, 5) und (c, d) verbindet, 
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Nach unserer Methode greifen wir diesen Satz ganz direct, oder, 
wie man sich hier auch ausdrücken kann, rein synthetisch an. Wir 
bilden zunächst die Gleichung für die geraden Linien (b, c‘) und (b’, c), 
dann für (a, c‘) und («‘, c), dann die Gleichung für die gerade Linie; 

I[a, (b, b’e)], Ib, (e, a’c)]}, 
und zeigen endlich, dafs diese Linie auch durch den dritten Punct 
[e, (a, b’; a’, b)] 
geht. Wir kommen hierzu ungemein leicht auf folgende Weise: 
Aus der Bedingungs-Gleichung: 


b—c = c—b‘. 
Da also die beiden Theile dieser Gleichung identisch sind, stellen 
1. =0, =0, 

dieselbe gerade Linie dar, und diese Linie geht, wie die Form der ersten 
dieser beiden Gleichungen (die eine algebraische Folge aus den Glei- 
chungen 5=0 und c’=0 ist) zeigt, einerseits durch den Punct (b, ce’), 
und, wie die Form der zweiten Gleichung zeigt, andrerseits durch den Punct 
(b‘,c); ist also keine andere als die gerade Linie (d, c‘; 5‘, c). Diese Linie 
wird also durch jede der beiden identischen Gleichungen (1.) dargestellt. 

Ganz auf ähnliche Weise, oder auch durch blofse Buchstaben- 
Vertauschung, erhalten wir für die geraden Linien (a, c’; a’c) und 
(a,b’; a‘, b) folgende Gleichungen: 


2. =0, c— 


folgt: 


b—u=0. 
Hiernach sehen wir sogleich, dafs die drei geraden Linien (b, ec’; b, e), 
(a, @‘,c) und (a, b’; 
c—b! =0, a—cl=0, 
respective von den geraden Linien: 
in solchen drei Puncten geschnitten werden, die in gerader Linie liegen. 
Denn, wenn wir die bezüglichen Gleichungen addıren, so kommt: 

Gleichungen, deren erste Theile unter sich identisch sind und identisch 
mit dem ersten Theile folgender Gleichung: 

4. 
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3 Auf ganz ähnliche Weise können wir den Beweis führen, dafs 

folgende drei Puncte 
[b/la,c/; a’c)], fe’la,b‘; 
in gerader Linie liegen, was auch sogleich aus der Symmetrie der Be- 
dingungs-Gleichungen ın Beziehung auf @, db, ce und a‘, b‘, c’ hervor- 
geht. Und zugleich erhalten wir hiernach auf der Stelle für die Glei- 
chung dieser geraden Linie aus (4.) folgende: 

Wenn wir die beiden Gleichungen (4. und 5.) addiren, so ergiebt 

sich, mit Berücksichtigung der Bedingungs- Gleichungen: 

Es gehen also die drei geraden Linien (#., 5. und 6.), mithin drei von 
den sechszig ım Satze der vorigen Nummer bezeichneten geraden 1Lii- 
nien, durch einen und denselben Punct. In der 5. Nummer werden wir 
einen zweiten Beweis desselben Satzes geben. 


4. Es ıst bekannt, dafs diejenigen sechs Durchschnitte der Sei- 
ten des Dreiecks a’b’‘c’, die nicht schon ın die gerade Linie d fallen, 
auf einer Linie zweiter Ordnung liegen, und somit folgt der Satz der 
2. Nummer unmittelbar aus dem Pascalschen Satze vom eingeschrie- 
benen Sechseck. Mir kam es hier, indem ıch den Schlufs dieses Auf- 
satzes im Auge hatte, darauf an, einen solchen Satz zu beweisen, der 
sich blofs auf den Durchschnitt von geraden Linien bezieht, und den 
Beweis blofs durch allgemeine Symbole und unbestimmte Co@ffieienten 
zu führen. 


Der Kürze wegen wollen wir die sechs Puncte (Winkelpuncte des 
eingeschriebenen Sechsecks): 


(b,a‘), (b,c), (6 b’), (a), (a,c'), (a,b), 
1), 8 08 (6), 


bezeichnen, so dafs also die geraden Linien: 


(a), (ec), (a), (6), 


(5,6), 1,9, 34, 86) (2,5), 
dargestellt werden. Hiernach stellt z. B. die Gleichung (4.) diejenige 
gerade Linie dar, welche durch diejenigen drei Puncte geht, ın welchen die 
im nachstehenden Schema untereinander gestellten Linien sich schneiden: 


durch: 


durch 


| 
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(4,5) (5,6) (6,1), 
denn der Punct (1,2) ist kein anderer als: |b,(e,a’;a,c‘)] u.s. w. In- 
dem wir die Aufeinanderfolge der Winkelpuncte des Sechsecks auf alle 
mögliche Weise ändern, erhalten wir 6.5.4.3.2.1= 720 solcher ver- 
schiedenen Schemata, von denen aber zwölf und zwölf dieselben drei 
Puncte bezeichnen, so dafs wir nur sechszig solcher verschiedenen Lii- 
nien erhalten. Der Kürze halber wollen wır die diese Linien darstel- 
lenden Schemata durch die Aufeinanderfolge der in diesen vorkommen- 
den Ziffern bezeichnen, so dafs z.B. das vorstehende Schema (7.) durch 
125456 bezeichnet wird. Auf diese Weise erhalten wir für jene 
sechszig gerade Linien, die wir, der Kürze halber, Pascalsche nennen 
wollen, folgende sechszig Symbole, die wir, mit Rücksicht auf das Fol- 
gende, sogleich in zwanzig Gruppen zu drei ordnen. 


142536 123456 162534 163452 
1624358 I 163254% VL, 1426358 XL, 123654) 
152634 143652 152436 143256 
132546 123465 162543 153462 
162345) 153%64% VI, 132645) 123564) XVIT, 
152643 143562 152340) 143265 
132456 124356 162453 164352 
1623548 IL, 1642535 VI, 1326548  124653° 
142653 13465 142356 
132465 124365 152403 154302 
1523608 IV, 1542680 IX, 1925682 XIV, 1245603 
142563 134562 142365 1342651 
123546 125364 163542) 145362 
163245) V 145263\ X 123645U XV, 
153642) 135462 153240) 135264 


>. „Wenn die Seiten zweier Dreiecke, paarweise genoninien, 
sich in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen, so 
gehen diejenigen drei geraden Linien, welche die diesen Seiten gegen- 
überliegenden Spitzen der beiden Dreiecke verbinden, durch einen und 
denselben Punct.” 

Bei derselben Bezeichnung, als in der 2. Nummer, sind diese drei 
sich ın demselben Puncte schneidenden geraden Linien folgende: 

(a,b; (a,e; ac), (b,c; 

für deren Gleichungen wir, ganz ähnlich wie ın der eben genannten 
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Nummer, aus den Bedingungs- Gleichungen : 
=b+b=c+e 
folgende erhalten: 


8. a—b=0, oeder — = 0; 

9. a —c—=0, - —(d—c) = 0; 

10. =0, - 0. 
Ziehen wir die Gleichungen (8.) von den Gleichungen (9.) ab, so erhalten 
wir die Gleichungen (10.). Es gehen also die drei bezüglichen geraden Lii- 
nıen durch denselben Punct, und somit ist der vorstehende Satz bewiesen. 


6. Wenn wir wieder von dem einschreibbaren Sechseck ausge- 
hen, so sind die drei geraden Linien (8.), (9.) und (10.) keine anderen als 
diejenigen, denen folgende Schemata entsprechen: 

2,1 14 [45] 34 41 [1,6] 142 35 [54 

5,6 6,3 [32] 65 52 [83] 43 3,6 [6,1]V’ 
mithin die zweite, dritte und erste Pascalsche Linie der XVI. Gruppe. 
Hiernach finden wir durch Ziffern-Vertauschung, dafs auch die drei 
Linien jeder der übrigen 19 Gruppen in demselben Puncte sich schneiden. 

Dasselbe können wir auch direct für jede dieser Gruppen auf 
folgende Weise zeigen. Nehmen wir z. B. die drei Linien der I. Gruppe, 
denen folgende Schemata entsprechen: | 

14 42 [35] [1,6] 652 24 15 52] 36 
3,3 3,6 [6,1] [43] 35 5,1 63 B4 
so können wir diese Linien, indem wir von den eingeklammerten Li- 
nien-Symbolen abstrahiren, durch die Durchschnitte der drei Linien 
(1,4), (4,2) und (2,6) mit den drei Linien (6,3), (3,5) und (5,1) construi- 
ren. Es liegen aber die übrigen drei Durchschnitte dieser beiden luı- 
nien-Systeme in gerader Juinie, denn das Schema: 
19. 4,2 2,6 
6,3 3,5 5,1 
entspricht der 2. Linie der XI. Gruppe. Und somit ıst nach der 5. Num- 
mer das zu Beweisende dargethan. (Wenn wir durch andere Durch- 
schnitte die drei Schemata (11.) construirt hätten, so hätten wir statt 
(12.) zwei solche Schemata erhalten, die den beiden übrigen Linien der 
XI. Gruppe entsprechen.) 

Man kann hiernach den allgemeinen Pascalschen Satz mit dem 

eben bewiesenen in folgende Aussage zusammenfassen: 


» 
x 
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Wenn in eine Linie zweiter Ordnung ein beliebiges 
Sechseck beschrieben ist, und man bildet drei Dreiecke, 
zwei aus den zweimal drei gegenüberliegenden Seiten, und 
das dritte aus den drei Diagonalen desselben, so liegen dıe 
neun Spitzen dieser drei Dreiecke auf solchen drei geraden 
Linien, die ın demselben Puncte sich schneiden. 

Solcher Durchschnittspuncte erhält man für dieselben sechs, auf 
dem Umfange einer Linie zweiter Ordnung beliebig angenommenen Puncte, 
zwanzig verschiedene. Diesen zwanzig Puncten entsprechen die zwan- 
zig Gruppen der 4. Nummer. 


7. Von den zwanzig Durchschnittspuncten dreier und 
dreierPascalscher Linien liegen funfzehn mal vier in ge- 
rader Linie, so dals solcher gerader Linien durch jeden 
Durchschnittspunct drei verschiedene gehen. 

So liegen z.B. die vier Puncte, in welchen sich die drei Linien 
jeder von den folgenden vier Gruppen schneiden, in gerader Linie: 

123456 123465 124356 124365 

103254 vl, v1, VIll, 154265 

143652 143562 134652 134562 
Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir wiederum keinen andern 
Satz zu Hülfe zu nehmen als den Pascalschen. Der Kürze wegen wol- 
len wir denjenigen Punct, in welchem sich drei Pascalsche Linien 
schneiden, durch die dieser Linien-Gruppe beigesetzte römische Ziffer 
bezeichnen, so dafs also z. B. die vier Puncte VI, VII, VII und IX 
nach dem Vorstehenden in gerader Linie liegen. Wir wollen ferner 
die drei durch den Punct I. gehenden Pascalschen Linien in derjeni- 
gen Ordnung, wie-’sie sich in der ersten Gruppe finden, durch I, 1, I; 
mit den beigefügten Ziffern 1, 2, 3 bezeichnen und dem entsprechend 
alle übrigen, so dafs z. B. die gerade Linie 134652 durch VII, bezeich- 
net wird. 

Hiernach liegen auf der Pascalschen Linie VI, die drei Puncte: 

13. (1,2545), 3355,60), 8,45 6,1). 
Durch den ersten dieser drei Puncte geht auch die Pascalsche Linie: 
134562 oder IX,, 


IX. 


_ durch den zweiten Punct die Linie: 


123465 oder VII, 
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und endlich durch den dritten Punct: 
124356 oder Vill. 
Wir können also die drei Puncte bei (13.) auch auf folgende Weise be- 
zeichnen: 
(1,9, 1X) (5,6), (8,8, VII). 
Weil diese drei Durchschnittspuncte in gerader Linie liegen, so liegen 
die Durchschnitte von 
(1,2) mit VII, und VIII, 
5,6) - IX - 
(3,4 - IX, - VI, 
alle sechs auf einer Linie zweiter Ordnung. Nun ist aber sogleich aus 
unserer Bezeichnung ersichtlich, dafs 
VI, und VIlI,*), so wie VII, und sich auf (1,2), 
schneiden; so dafs mithin jene sechs auf einer Linie zweiter Ordnung 
liegenden Puncte sechs der neun Durchschnittspuncte der beiden Linien- 


Systeme: 
IX, und VIL,, VIN,, IX, 


sind. Die drei übrigen Durchschnitte, nemlich 

(VIT,, VIL), (VII, VIIL), (AX,, IX,), 
welche keine andere sind, als die drei Puncte VII, VIII und IX, Hie- 
gen also in gerader Jiinie. 

Wenn wir die Ziffern 5 und 6 mit einander vertauschen, so ver- 
wandelt sich die VlIl. Gruppe in die IX., und diese gegenseitig ın jene, 
die VI. Gruppe in die VIl., und diese in jene. Es liegen also auch die 
drei Puncte VI, VIII und IX, und mithin alle vier Puncte: VI, VI, 
VII und IX, in gerader Linie, 

8. Es bleibt uns jetzt nur noch zu zeigen übrig, wie die in Rede 
stehenden zwanzig Puncte sich zu solchen vier, die in gerader Linie 
liegen, zusammenordnen, und wie viele solcher Linien, die vier jener 
Puncte enthalten. 


*) VII, und VIII, sind die durch folgende beiden Schemata bezeichneten Linien: 
23 38 13 34 46 
46 65 51 65 52 2. 
Reide Linien gehen also durch den Punct ((1,2). (4,6)), der, wie seine Bezeichnung anzeigt, auf der 


geraden Linie (1,2) liegt. 
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In der combinatorischen Zusammenstellung der in zwanzig Grup- 

pen geordneten sechszig Symbole (4. Nummer) ist Folgendes beobachtet 
6.5.4 

worden. Sechs Elemente lassen sich auf en = 20 verschiedene Ar- 
ten zu drei combiniren, und also auf zehnfache Weise in zweimal drei 
Elemente theilen. So erhält man z.B. 1, 2, 3 und 4, 5, 6. Schreibt 
man nun die drei ersten Elemente in die erste, dritte und fünfte Stelle, 
und die drei andern, nach einander, in die zweite, vierte und sechste, 
in die vierte, sechste und zweite, und endlich in die sechste, zweite und 
vierte Stelle, so erhält man die erste Gruppe: 


142536 
1624357, I. 
152634 

125 


Diese Gruppe können wir also durch das Schema (156)» mit welchem 


folgendes 2, gleichbedeutend ist, darstellen. Indem man die drei er- 


sten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 123, in der Ordnung 231 
oder 312, und die drei letzten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 
456, in der Ordnung 564 oder 645 nimmt, bekommt man keine neuen 
Linien. Man erhält ebenfalls keine neuen Linien, wenn man die Per- 
mutationen 123, 231, 312, und zugleich die Permutationen 456, 564, 645 
in umgekehrter Ordnung nimmt. Hliernach wird also die I. Gruppe 
z.B. durch folgende gleichbedeutende Symbole dargestellt: 


456) ? 456) ? 346) 


Man erhält aber eine neue Gruppe, wenn man die Permutationen 123, 
231, 312 umkehrt und die Permutationen 456, 564, 645 nicht umkehrt. 
Diese neue Gruppe, die XI., wird z.B. durch folgende gleichbedeutende 


Symbole dargestellt: 


Auf diese Weise erhalten wir die obigen 2. 10—=20 verschiedenen Gruppen. 


Denjenigen vier Puncten VI, VII, VII und IX, die, wie wir 
in der vorigen Nummer bewiesen haben, in gerader Linie liegen, ent- 
sprechen also folgende Symbole: 


135 156 ber 146 
246) 245)? 236) ’ 2357" 


Es giebt also so oft mal vier Puncte, die in gerader Linie liegen, als 
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wir durch Zuiffern- Vertauschung in dem letzten Schema, Schemata für 
neue Gruppen erhalten, 


Wir wollen zunächst untersuchen, wie viel neue Schemata wir 
auf diese Weise erhalten, in denen die Gruppe 0: also die VI. Gruppe, 


vorkommt, oder, was dasselbe heifst, mit wie viel mal drei Puncten der 
Punct (VI) in gerader Linie liegt. 


Wenn wir das letzte Schema ansehen, so ist klar, dafs wir das- 
selbe unmittelbar hinschreiben können, wenn wir eine Gruppe desselben 
mit dem ıhr in jenem Schema zugehörigen Ziffern-Symbol, und die 
Steile, die diese Gruppe einnimmt, kennen. Überdies ist leicht ersicht- 
lich, dafs jenes Schema dieselben Gruppen umfalst, welche Stelle wir 
jenem Ziffern-Symbol auch anweisen mögen. Nun wird aber die VI, 
Gruppe durch folgende 15 verschiedene Ziffern - Symbole: 


185) pa 135\  /351\ /(513\ (135\ (351\ 
946)> \246)> \246)> ar (162) (622): (654 (652) 


» 642)» (642)? 126)» (126) » (364) > (26: 


dargestellt, und noch durch eben so viele andere, indem man ber mit 
15) vertauscht u. 5. w. Jedem dieser Ziffern-Symbole entspricht ein 


Schema, das wir nach dem eben Bemerkten sogleich bilden können. 
Unter allen diesen Schematen sind aber nur drei verschiedene Um 
diese zu bilden, braucht man nur die drei ersten der vorstehenden Sym- 
bole zum Grunde zu legen. Man erhält alsdann, indem man denselben die 
ersten Stellen giebt, die drei ersten Schemata der dieser Nummer am 
Einde beigefügten Tafel, 


Wir sehen hieraus, dafs jeder der zwanzig Puncte, in welchen 
drei Pascalsche Linien sıch schneiden, mit dreimal drei andern auf 


drei geraden Linien liegen. Wir erhalten also im Ganzen = 15 


solcher geraden Linien, auf deren jeder vier von jenen zwanzig Durch- 
schnittspuncten liegen. Hiernach erhalten wir folgende Tafel, ın der 
wir die Klammern fortgelassen haben. 
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XIX, XVJ, 
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II. 


I. 


XV, 


XX. 


XIV, XUI, XVI. 


9. Der im Eingange schon erwähnte, in Gergonne’s Annalen *) 
zum Beweise vorgelegte Satz ist wörtlich folgender: 
Six points, pris arbitrairement sur le perimetre d’une conique 
quelconque, sont les sommets de soixante hexagones inscrits et les points 


de contact de soixante hexagones circonscrits (Carnot, 


position) lesquels jouissent des propriet&s suivantes. 


Geometrie de 


Theoremes sur !’Hexagrammum mysticum, proposes dömontrer par MM, J. Steiner, de 


Berlin. 


Gerg. Ann. vol. XVIll. p. 339. 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 2. Dit. 
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1°. Dans chacun des hexagones 
inscrits les points de concours des 
directions des cotes opposes appar- 
tiennent tous trois a une möme droite 
D (Pascal), de sorte qu'on obtient 
ainsi soixante droites D. 

2°, Ces soixante droites D con- 
courent, trois ä trois, en un müme 
point >, de sorte qu’on obtient ainsi 
vingt points >. 

3°. Ces vingt points > appartien- 
nent, quatre ä quatre, a une m&me 
droite d, de sorte qu’on obtient ainsi 
cing droites Ö. 

4°. Ces einqg droites concourent 
en un möme point 


1°. Dans chacun des hexagones 
circonscrits, les droites qui joignent 
les sommets opposds concourent ‚tou- 
tes troisen un möme poimtP (Brian- 
chon), de sorte qu’on obtiest ainsi 
soixante points P, 

2°. Ces soixante points P appar- 
lıiennent, trois ä trois, A une 
droite d, de sorte qu’on oblient ainsi 
vingt droites d. 

. Ces vingt droites d concou- 
rent, quatre ä quatre, en un m&me 
point #, de sorte qu’on obtient ainsi 
cing points =. 

Ces cingqg points appartien- 
nent une droite 


5°. Lies soixante points P sont les pöles respectifs des soixante droites D. 
6°. Lies vingt points 2 sont les pöles respectifs des vingt droites d. 
7°. Les eing points # sont les pöles respectifs des cing droites d, 
8°. Enfin, le point »’ est le pöle de la droite Öd, 
Nach dem Vorhergehenden sind 3° und 4° und mithin 7° und & 
nicht richtig, und von 3° an müssen wir Folgendes substituiren: 


3’ Ces vingt points appartıen- 
nent a quinze droites ö, dont cha- 
cune en contient quatre, de sorte 
que par chacun des vingt points pas- 
sent trois de ces quinze droites. 


3°. Ces vingt droites concourent 
en quinze points @, par chacun des- 
quels en passent quatre, de sorte que 
chacune des vingt droites contient 
troıs de ces quinze points. 


4°. Les soixante points J’ sont les pöles respectifs des soixante droites D. 
5°. Lies vingt points p sont les pöles respectifs des vingt droites d, 


6°. Les quinze points @ sont les pöles respectifs des quinze droites Ö. 
Der zweite Theil der doppelten Colonnen folst aus dem erstern 
unmittelbar nach der Ziheorie des polaires reciprogues. 


= 


Neues Prineip der Situations - Geometrie. 
10. Die in der 2. und 5. Nummer angewendete Beweis- Art, die 
sıch auf alle Sätze über den Durchschnitt von geraden Linien ausdeh- 


7 
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nen läfst, können wir allgemein auf folgende Weise näher bezeichnen. Wir 
stellen alle gegebenen geraden Linien durch Gleichungen wie folgende dar: 
Alsdann erhalten wir die Bedingungen, auf welchen ein solcher Satz be 
ruht, durch Gleichungen von folgender Form ausgedrückt: 
Pla, b.:. 15446.) ze 0, 
in denen £, v, . . unbestimmte Coöflicienten bedeuten, oder, richtiger 
ausgedrückt, solche Coöflicienten, die wir nicht zu bestimmen brauchen. 
In den Fällen der beiden angezogenen Nummern könnten wir solche 
Coöfiicienten ganz entbehren, und die entsprechenden Gleichungen wären: 
Alsdann sind also die Beziehungen der gegebenen geraden Linien zu 
einander vollkommen ausgedrückt, und wir können alle andern gera- 
den Linien, die durch die Durchschnitte der gegebenen bestimmt sind, 
@urch Gleichungen von der Forin: 

ausdrücken, in welchen v, .... dieselben oben vorkommenden Coefhicienten 
bedeuten. Wir erhalten also auf diese Weise direct die Gleichungen der- 
jenigen geraden Linien, auf welche sich die Aussage des Satzes bezieht, 
welche wir aisdann unmittelbar aus der Form dieser Gleichungen er- 
kennen. Die in der 2. und 4. Nummer ausgeführten Beispiele machen 
dies hinlärglich klar. Ein anderes Beispiel hat schon früher Herr Hei- 
nen im 3. Hefte des 3. Bandes dieses Journals mitgetheilt. 

11. Indem wir auf die angezeigte Weise den Beweis für einen Satz 
über gerade Linien führen, haben wir eine unzählige Menge von Sätzen 
bewiesen. Denn, wenn wir durch a, b,... nicht mehr lineare Aus- 
drücke, sor.dern allgemeine Functionen desselben beliebigen Grades zwi- 
schen zwei veränderlichen Gröfsen darstellen, so behalten die Bedingungs- 
Gleichungen (1) ihre Bedeutung, so wie auch alle Gleichungen bis zu 
den Endgleichungen hin. Das Einzige fast, was sich ändert, ist die An- 
zahl der Durchschnittee Wenn ein solches Beweis-Schema vorliegt, so 
können wir dasselbe auf Linien jeder beliebigen Ordnung beziehen. Wir 
können hiernach, die Möglichkeit eines solchen Schema vor- 
ausgesetzt, auch ohne dafs ein solches vorliegt, aber allerdings mit 
einiger Vorsicht, jeden Satz der linearen Situations- Geometrie auf Lr 


nien jedes beliebigen Grades übertrag: n. 
36 * 
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12. Machen wir eine Anwendung hiervon auf die in $.1. be- 
wiesenen Sätze, so erhalten wir auf der Stelle folgende: 

Wenn auf einer gegebenen Linie ter Ordnung (d) sich drei Paare 
von Linien derselben Ordnung, a und «‘, 5 und 5’, c und ce’ schneiden, 
50 schneiden sich a, b, e und a‘, b’, ce‘ aufserdem noch in sechs Grup- 
pen von m* Puncten, die auf einer Linie der 27xten Ordnung liegen. Aus 
der 2. und 3. Nummer ergeben sich alsdann folgende Sätze. Durch drei 
mal zwei der sechs Gruppen von 7n°* Durchschnittspuncten lassen sich 
drei neue Linien der znten Ordnung legen, die wir, ähnlich wie bei Li- 
nien erster Ordnung, durch 

2. (a,b'; a',b), (a,c';a’,c), (be’;b/,c), 
bezeichnen können. Diese werden, respective, von den gegebenen Li- 


nien nter Ordnung: 
eo, 5, 0, 


in dreimal n° Puncten geschnitten, die alle auf einer und derselben neuen 
Linie znter Ordnung (g) liegen. Dieselben Curven (2.) werden, respec- 
tive, von den drei übrigen gegebenen: 
ce’, b’, a’, 

ebenfalls in solchen 377° Puncten geschnitten, die auf einer Curve der 
mten Ordnung (7) liegen. Die beiden Curven (g) und (7) schneiden die 
gegebene (d) ın denselben * Puncten. 

In der Beweisführung der 5. Nummer ist folgender allgemeiner 
Satz enthalten. Diejenigen drei Curven zter Ordnung, die durch fol- 
gendes Schema dargestellt werden: 

gehen alle drei durch dieselben n° Puncte. Solcher Curven, die durch 
dieselben 72° Puncte gehen, erhalten wir aufserdem noch dreimal drei, 
nemlich jedesmal zwei der Curven (?) und eine der Curven (3.); was 
sogleich aus Accent- Vertauschung sich ergiebt *). 


*) Den ganzen Satz der 9. Nummer über sechs Puncte, durch welche sich eine Linie zwei- 
ter Ordnung legen läfst, können wir nicht, ohne WVeiteres, auf Curven einer beliebigen Ordnung 
ausdehnen. Denn durch die beiden Durchschnitte von zwei Paaren gerader Linien läfst sich immer 
eine nene gerade Linie legen; nicht aber, im Allgemeinen, eine Linie mter Ordnung durch die 
am? Durchschnitte zweier Paare von Linien mter Ordnung. So läfst sich z. B., wenn wir auch 
hier die Bezeichnung der 4. Nummer beibehalten, im Allgemeinen keine Linie mier Ordnung durch 
die beiden Gruppen von m? Durchschnitten (1.) und (3.) legen. WVir können aber, und dies ist 
wehl zu bemerken, auch für den Fall linearer Gleichungen die Gleichung der geraden Linie (1. 3,) 
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Wenn wir die Gergonnesche Eintheilung der Curven in Clas- 
sen adoptiren wollen, so können wir unmittelbar nach der bekannten 
Theorie des polaires reciprogues die vorstehenden Sätze verdoppeln. 

13. Was wir in der 11. Nummer von den Curven jedes beliebi- 
gen Grades im Allgemeinen gesagt haben, gilt mit gleichem Rechte 
auch von allen speciellen Arten der Curven eines beliebigen Grades, dıe 
durch die allgemeine Gleichung dieses Grades, in welcher zwischen den 
Constanten beliebige lineare Bedingungs-Gleichungen Statt finden, oder 
in welchen insbesondere gewisse Constanten Null oder ein für allemal 
bestimmt sind, dargestellt werden. Wenn in diesen Fällen 

50 
zwei solche Curven darstellen, so stellt auch die Gleichung 
=o0 
eine Curve derselben Art dar, worauf es hier eigentlich allein ankommt, 

Durch diese Betrachtungen gewinnt das in Rede stehende Princip 
der Situations- Geometrie sehr an Fruchtbarkeit. So können wir z. B. 
durch a, 6, .. . Ausdrücke von der Form 

+ — e*] 
oder von folgender Form: 
Pe 
darstellen, mithin (bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten) 
auf Kreise oder auf gleichseitige Hyperbeln alle Sätze über den Durch- 
schnitt von geraden Linien übertragen. 

14. Für den Kreis z. B. erhalten wir hiernach aus dem Vorher- 
gehenden folgende Sätze: 

Wenn auf einem gegebenen Kreise (oder einer gegebenen gera- 
den Linie) sich sechs Kreise, paarweise genommen, schneiden, so schnei- 
den die zweimal drei Kreise sich überdies noch in sechs Paaren von 
Puncten. Durch diese sechs Puncten-Paare, zu zweien genommen, lassen 
sich noch drei Kreise legen. Von den neun Kreisen, die wir auf diese 
Weise, den gegebenen nicht mitgerechnet, erhalten, schneiden sich zwei- 


auf keine bestimmte Weise ausdriicken, wenn wir über die Symbole a, b u. s. w, keine andere Be- 

stimmungen machen, als in der 2, Nummer. — Eine Gleichung wie folgende: 

drückt, allein für sich, wenn a, b, a’ und b’ linear sind, keine Beziehungen zwischen den bezüg- 

lichen geraden Linien aus: wuhl aber, wenn a, b, a’ und b‘ von höherm Grade sind, Beziehungen 

zwischen den bezüglichen Linien höherer Ordnung. 
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mal drei Paare in zweimal sechs solchen Puncten, die auf zwei neuen 
Kreisen liegen (Nro. 2... Diese beiden neuen Kreise haben mit dem ge- 
gebenen dieselbe Chorde (Nro. 3.). 

Wenn auf einem gegebenen Kreise sich drei Paare von Kreisen 
schneiden, so lassen sich im Ganzen sechs neue Kreise durch die zwei- 
mal zwei Durchschnitte von zweimal zwei derselben legen. Von diesen 
sechs Kreisen schneiden sich viermal drei in denselben beiden Punc- 
ten (Nr. 5.). 

Es ist klar, dafs wir theilweise auch gerade Linien an die Stelle 
von Kreisen, wie überhaupt an die Stelle von Linien einer beliebigen 
Oidnung, deren Asymptoten parallel sind, Linien der (m—-1)ten Ord- 
nung setzen können. 

15. Man sieht leicht ein, dafs man nach dem in Rede stehenden Prin- 
cip auf diese Weise eine grolse Menge von Sätzen über die Durchschnitte 
(reelie oder ıdeale, oder über Berührungen) von Kreisen erhält, wenn wir 
nach cinander von allen bekannten, namentlich auch von den einfachern 
Sätzen über die Durchschnitte von geraden Linien ausgehen und alla 
einzelnen Fälle discutiren. Uud dann erhalten wir nach der Zl/e£orie 
des polaires reciprogues eben so viele Sätze über solche Linien zweiter 
Ordnung, die einen gemeinschaftlichen Brennpunct haben (confocale Li- 
nien zweiter Ordnung, Confocalen). 

16. Wir wollen mit einem letzten hierher gehörigen Beispiele 
schliefsen. Folgender Satz ist bekannt. 

Wenn zwei feste gerade Linien gegeben sind, und man durch 
einen festen Punct P, nach beliebigen Richtungen, zwei gerade Linien 
zieht und die Durchschnitte dieser beiden Linien mit den beiden gege- 
benen noch durch zwei neue gerade Linien verbindet, so liegt der Durch- 
schnitt Q dieser beiden letztgezogenen geraden Linien immer, wie wir 
auch die Richtungen der beiden durch den festen Punct 2 gehenden ge- 
vaden Linien bestimmen mögen, auf einer festen geraden Linie, die 
durch den Durchschnitt der beiden gegebenen geht. Diese Linie bleibt 
auch dann roch dieselbe, wenn der bisher als fest betrachtete Punct P 
auf einer geraden Linie fortrückt, die durch den Durchschnitt der bei- 


den gegebenen Junien geht *). 


Wir konseu diesen’Sats mach unserer Methode leicht fulgendergestalt beweisen Seien 


. 
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Die beiden gegebenen Linien und die beiden andern, welche die 
Puncte P und Q enthalten, nennt man Harmonicalen (faisceau har- 
monigue). 

Durch Übertragung erhalten wir hiernach folgenden Satz: 

Wenn zwei feste Kreise gegeben sind, und man legt durch ır- 
gend zwei Puncte, die mit den Durchschnitten dieser beiden Kreise auf 
demselben dritten Kreise liegen, irgend zwei neue beliebige Kreise, so 
schneiden diese die beiden festen gegebenen Kreise in solchen viermal 
zwei Puncten, die sich noch durch zwei Kreise verbinden lassen. Die 
so bestimmten zwei Kreise schneiden sich in solchen zwei Puncten, die 
auf dem Umfange eines und desselben Kreises bleiben, wie wir auch durch 
jene beiden Puncte zwei beliebige Kreise legen, und wie wir auch diese 
Puncte selbst auf dem Umfange des dritten Kreises annehmen mögen. 
Dieser so bestimmte vierte feste Kreis geht durch die Durchschnitte der 
beiden gegebenen. 

17. Nach der Zheorie des polaires reciprogues erhalten wır aus 
dem letzten Satze folgenden: 

Wenn drei confocale Linien zweiter Ordnung gegeben sind, welche 
dieselben beiden geraden Linien berühren, und man beschreibt irgend 
zwei beliebige Üonfocalen, die beide mit der dritten gegebenen die- 
selben beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, so haben diese beı- 
den Confocalen mit den beiden ersten gegebenen und festen viermal zwei 
gemeinschaftliche Tangenten, und es giebt noch zwei neue Confocalen, die 


die Gleichungen der beiden zegebenen geraden Linien, und 
220, 
die Gleichungen der beiden audern Linien, die sich in P schneiden, und endlich aeı 
0 

die Gleichung derjenigen Linie, die den Punct P mit dem Durchschnitte sca (a) und (5) verbia- 
det Alsdann erhalten wir folgende Dedingungs- Gleichungen: 

und hiernach für die Gleichungen der beiden Linien [(a, m), (5, n)] und [(£, ın), (a,r)], die sich 


in (9 schneiden: 
a—m—-n—b=0, b—mmen—a=o 


YVenn wir diese heiden Glrichungen von einander abzichen, komnmit: 
a—b=o, 
Gleichung unabhängig ist voa m und n und eine gerade Linie darsiellt, die durch dem 
Durchschnitt der beiden gegebenen Linien a und 5 geht. Vier Harmunicalen sind Jemuaach durch 
Gleichungen von folgenden Formen dargestellt: 
b=0, =0, a-b=o 
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vier und vier dieser gemeinschaftlichen Tangenten berühren. Die bei- 
den gemeinschaftlichen Tangenten dieser beiden neuen Confocalen um- 
hüllen eine vierte feste Confocale, die mit den drei gegebenen dieselben 


beiden gemeinschaftlichen Tangenten hat, wenn wir unter den angegebe- 
nen Bedingungen für die beiden beliebigen Curven alle möglichen nehmen. 


18. Es drängt sich uns hier noch eine Bemerkung auf, die wir 
nicht ganz unberührt lassen können. Die vier festen Kreise des Satzes 
der 16. Nummer treten an die Stelle der vier Harmonicalen des an die 
Spitze dieser Nummer gestellten Satzes. Sie sind durch das System 


von vier Gleichungen: 
1. a =0, b=0, =0, 

gegeben, deren Beziehung zu einander gerade dieselbe ist, als für den 
Fall gerader Linien. Neben den vier Harmonicalen stehen nach der 
Theorie des polaires reciprogues vier harmonische Theilungspuncte einer 
geraden Linie: neben jenen vier Kreis-Harmonicalen, um mich so aus- 
zudrücken, jenen vier harmonischen Theilungspuncten entsprechend, die 
vier festen Confocalen der 17. Nummer. 

Es ist nach dem Princip, das der Gegenstand dieses Paragraphen 
ist, klar, dafs vier Curven einer beliebigen Ordnung, die durch das Sy- 
siem von Gleichungen (1.) sich ausdrücken lassen, und also auch alle 
vier durch dieselben * Puncte gehen, den vier linearen Harmonicalen 
entsprechen, und dafs es in jeder Classe (Gergonne) Curven mit m’ 
gemeinschaftlichen Tangenten giebt, die den vier harmonischen Thei- 
lungspuncten entsprechen. Was für andere Eigenschaften sonst noch 
solchen Curven- Systemen entsprechen, kann uns hier nicht angehn; es 
liegt uns blols ob, anzudeuten, wie dıe Theorie der harmonischen Thei- 
lung und der IHarmonicalen, dieser Lieblinge der neuern Geometer, sich 
ins Unbegrenzte hin erweitern läfst. 


Bonn, am 6. August 1829. 
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| 20. 
Solution d’une question relative ü la theorie mathematique 
de la chaleur. 


(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de mathe. ) 


Eu question qui va nous occuper et qui a pour objet de determiner les 
etats successifs d’une barre primitivement &chauffee d’une manıere quel- 
conque et dont les deux extr@mitds sont entretenues A des temperatures 
donnees en fonction du temps, a dcja rdsolue par Mr. Fourier dans 
H un Memoire insere dans le Vol. VIII. de la collection de l!’Acad&mie royale 
des sciences de Paris. methode dont cet illustre geometre a fait 
\ usage dans cette recherche est une espcce singuliere de passage du fini 
a Yinfini, et offre un nouvel exemple de la fecondite de ce procdde ana- 
Iytique qui avait deja conduit Yauteur a tant de resultats remarquables 
dans son grand ouvrage sur la thcorie de la chaleur. Jai traitC Ja möme 
question par une analyse dont la marche differe beaucoup de celle de 
Mr. Fourier et qui donne lieu ä l’emploı de quelques artıfices de cal- 
cul, qui paraissent pouvoir £tre utiles dans d’autres recherches, 


Pour sımplifier les calculs, nous supposerons Tunite lincaire qui 
est arbitraire, tellement choisie que la longueur de la barre soit egale a 
m, cette lettre designant l’ordinaire le rapport du diamctre ä la cır- 
conference. Soit x la distance d’un point quelcongue de la barre a l’une 
de ces extremites, que nous nommerons la premicre exträmite. La tem- 
pcrature du point x ä linstant £ est une fonction de x etde et c'est 
cette fonction qui fait l’objet de la question. Soit Z"(£) la fonction Jdon- 
nee de qui exprime la temp£rature laquelle la extremitc 
est entretenue, et soit de möme la temperature de la seconde ex- 
tremite, et Etant des fonctions arbitraires dont les valeurs sont 
donndes pour toute valeur positive de f, et designons enfin par ®/x) lu 
temperature initiale du point dont l’abscisse est 
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En faısant abstraction du rayonnement lateral, la fonction x doit 


N 2 
satisfaire A cette Equation aux differences partielles dans la- 


quelle designe un co@flicient dependant des proprictes specifiques de 
la substance dont la barre est formee. 


Pour plus de sımplicit&, nous supposerons l’unite le coefh- 
cient # qu'ilsera facile de retablir A la fin du calcul, de sorte que l’&qua- 


tion precedente se changera en celle-ci: 
ou u 
Cela pose, la fonction cherchde doit evidemment remplir les quatre con- 
ditions suivantes: 


1°. Elle doit satisfaire a l’equation (1.) quels que soient x et £. 

”. Pour ©=0, elle doit se reduire ä la fonction donnee F(?). 

9) 3°. Pourx=r, elle doit se reduire la fonction f(t) &galement donnee. 

‘“7/\4°. Lorsque £ est nul, elle doit coincider dans toute l’e&tendue de la 
barre, c'est a dire tant que & est inferieur A =, avec la fonction 

D(x) qui exprime les temperatures initiales. 

question que nous avons resoudre se partage naturellement 
en deux autres. On fera d’abord abstraction de la quatrieme condition 
et on cherchera une fonction v de x et de £ uniquement assujetie A rem- 
plir les 3 premieres. Il y a une infinit& de fonctions qui satisfont ä ces 
3 conditions, et qui different entre elles en ce quelles se reduisent ä des 
fonctions de x diff£rentes entre elles par la supposition de 2=0; mais il sufit 
d’en obtenir une seule. Une pareille fonction v &tant trouvee, on y fera 

— 0, ce qui la reduira a une fonction x(x) de x. On formera ensuite la 
difference et cherchera la fonction entierement deter- 
minde w de x et £, qui satisfait a l’&quation (1.) s’evanouit pour z=0 
et quel que soit ?, etse reduit A @(x)—x(x) lorsqu’on y fait £==0. 

Cette seconde question est resolue depuis longtemps, c’est celle de 
la determination du mouvement de la chaleur dans une barre dont letat 
initial est exprime& par P(x)—x(x) et dont les extr&mites sont entrete- 
nues A la temperature zero, Jıues deux fonctions v et w dont ıl vient 
d’Etre question, elant ajoutees, formeront une nouvelle fonction de x et tr, 
qui remplit l’ensemble des conditions (2). En eflfet, chacune deelles sa- 
tisfaisant A l’&quation (1.), leur somme y satisfera Egalement. La pre- 
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miere se reduisant a pour x==0, et la seconde s’evanouissant dans 


cette möme supposition, leur somme remplira evidemment la seconde 
des conditions (2.). Jl en est de m&me de la troisieme de ces conditions. 
Quant a la quatrieme, il est &galement manifeste quelle est satisfaite par 
la somme vw que nous venons de former, v se reduisant äx/(x) et wa 
P(z)—x(x), lorsqu’on y suppose le temps nul. La somme v-+ w est 
donc la fonction cherchee «. 


La marche que nous venons d’indiquer revient ä assujettir les 
deux extremitds d’une barre, Yune a la temperature #(t), Yautre ä la tem- 
perature f(2), sans supposer arbitraire ınıtial de cette barre, con- 
sidörer une seconde barre dont les extr&mitds sont entretenues ä la tem- 
ptrature zero et dont letat initial est la diffErence entre l’Ctat initial ar- 
bitraire ®(x) et celui de la premiere barre, et ä ajouter ensuite les ex- 
pressions qui expriment les ctats varıables de ces deux barres. 


La recherche de la fonction v peut & son tour se döcomposer en 
deux autres questions plus simples; car ıl est @vident que pour obtenir 
une fonction qui remplisse les 3 premicres des conditions (*.), il suflit 
de chercher d’abord une expression v’ qui soit assujetie A la premiere 
et ä la troisicme de ces conditions et qui s’@vanouisse pour 20, et de 
determiner ensuite une seconde expression © qui remplisse la premiere 
et la seconde, et devienne cgale aA zöro lorsqu’on y suppose z=r; la 
somme v’-+ w‘‘ de ces expressions satisfera manifestement aux 3 pre- 
mieres des conditions (?.) et pourra par consdquent prise pour v. 


Quant ä ces nouvelles fonctions v’ et v’, ıl est facile de voir 
qu’elles peuvent £tre obtenues de la möme manicre, c’est ä dire que l’une 
d’elles la premicre v’, par exemple, Ctant trouvce, l’autre s’en deduira 
immediatement. li suflira pour cela, de changer en Z'(?) la fonction ar- 
bitraire /(£) que renferme cette expression v’ et d’y remplacer en möme 
temps x par #—x. Il est &vident que l’expression ainsi modilice sa- 
tısfera toujours lequation (l.) ei que pur x—=r elle se re- 
duira respectivement äf(f) et ä zero; elle pourra donc prise pour 

Toute la dificulte du probleme que nous nous sommes propost 
de r&esoudre, se r&duıt done ä la recherche d’une fonction v’ de x et de 
t, qui remplisse les 3 conditions de satisfaire a l’equation (1.), de sicva- 
nouir pour et de se r&duire lorsqu'ion y fat 


23 
=, 
% 
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On satisfait a P’equation = par une solution particuliere 


de cette forme 

(3.) rcoset+ssınat, 
@ designant une quantit& constante mais arbitraire, et r et s etant des 
fonctions de x et de sans £. En effet, differentiant expression precd- 
dente une fois par rapport ä ?, et deux fois par rapport ä x, et &galant 
les deux ıl re 


sinet = as 


equation qui aura Wei lıeu quels que soient x et ?, si les fonc- 
tions r et s sont telles que l’on ait 


(4.) as, = —.ar. 
Ces equations differentielles simultandes &tant lindaires et coefliciens 
constans, ıl sera facıle d’en trouver les integrales completes, et comme 
ces @quations sont l’une et l’autre du second ordre, les valeurs generales 
de r et de s renfermeront chacune deux constantes arbitraires. Ces # 


constantes peuvent servir a assujettir chacune des forctions r et s ä deux 


conditions. Supposons qu’on les choisisse de manicere avoir r=0, 
s=0 lorsgue 2=0,etr=1, s=0, lorsqu’on fait Designant 
par et les valeurs de r et s ainsi particularisdces, nous aurons l’ex- 


pression | 
(5.) Reos#z2-+ Ssinat 
qui, outre quelle satısfait T’equation jouit encore de la double 


propridt@ de s’evanouir pour et de se cos zt, Torsqu’on 
y fat L’expression precddente etant multiplice par 
designant une fonction entierement arbitraire de «, et int@gree de- 
puis &=0 jusqu’a «=», donnera cette nouvelle fonction de x et de & 


+Ssinat) 


qui satisfera egalement ä Tequation — s’cvanouira pour @=0, 


et deviendra lorsqu’on y fat La fonction 


etant arbitraire, on peut la choisir de manitre que lintegrale pre- 
c@dente devienne &gale ä la fonction donnee ‚(£), pour toute valeur posi- 
tive de £. La fonction d(@) qui remplit cette condition, est d’apres le 


5 
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theoreme connu de Mr. Fourier (Theorie de la chaleur, pag. 431.) celle 


que donne l’equation = = cos dans laquelle x est une 


variable auxiliaire qui disparait par l’integration definie. Si sub- 
stitue cette valeur de ‘/(«) dans l’expression obtenue plus haut, on aura 
cette nouvelle expression 


6) da on, 


qui remplit les 3 conditions de satisfaire ä l’&quation = de s’e- 
vanouir pour et de devenir /{f) pour Üette expression 
peut donc prise pour v‘. Sil’on change ensuite x en r— x, et 
en I’(w) dans l’expression prcc@dente, on aura une nouvelle expression, 
que l’on pourra prendre pour v”, et il ne restera plus qua former la 
troisieme parlie zw de la solution. 

Ceite troisitme partie exprime, comme nous lavons vu plus haut, 
les ctats successifs d’une barre dont les deux extremites sont entretenues 
a la temperature zero et dont letat initial est P(x)—x(x), etant 
une fonction primitivement donnede et x%(x) dösignant la fonction de x, 
älaquelle se reduit Ja somme = v, lorsquon y fait Z=0. Quoi- 
que d’apres ce que nous avons dit plus haut ıl suflise pour la solution 
de notre probelme, d’obtenir une quelcongue des fonctions en nombre 
infinn qui remplissent les 3 premieres des conditions (2.), le choix de 
cette fonction n'est pas ıindifierent. calcul se simpliie d’une manicre 
remarquable, lorsque l’on prend pour v une fonction telle que l’on puisse 
prevoir, qu’elle est la fonction x(x) a laquelle elle se reduit pour £=0; 
car alors on pourra former immediatement la troisicme parlie zo, dans 
la composition de laquelle entre cette fonction’y(xr). La valeur de v 
prec&edemment obtenue ne prösente pas cette facilitö, mais ıl est facilo 
d’en obtenir une qui remplisse cet objet, en modifiant un peu Yanalyse que 
nous venons d’employer. Üest ce que nous allons faire voir en reprenant 
ce que nous avons dıt depuis que nous sommes parvenus a lexpression (5.). 

La variable &tant remplacde dans cette expression par u 
designant une nouvelle arbitraire independante de et £, elle ne cessera 

pas de satisfatre ä l’öquation „, = et de s’evanouir pour quelle 
que soit la valeur positive ou negative de /, mais pour wm elle se 
reduira cosa(t—p). 
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Multipliant l’expression ainsi modifide par et inte- 


grant depuis 2 =0, 2=0, jusqua u=x, on aura cette nou- 
velle fonction de x et de ? 


qui satısfaıt encore A l’equation dr Seranouit pour r=0, et se 


r@duit a 
N 


lorsquW'on y fait Jia valeur de cette integrale double est connue 
par le thcoreme de Mr. Fourier et lintdgration relative A ne s’eten- 
dant que depuis 2=0 a ceite valeur est lorsque est 
positif, et cgal zero, lorsque le temps devient nögatif. La formule 
(7.) exprime donc les &tais varıables d’une barre dont les deux extr&mi- 
tes ont Et€ entretenues a la temperature zero pendant tout le temps in- 
antcrieur A Yinstant qui repond A Z=0, et dont la seconde extre- 
est entretenue A la temperature /(f) partir de cette la 
premicre conservant toujours la temperature zöro. Or ıl est &vident 
qu’une barre dont les deux extremites ont assujeties la temperature 
zero pendant un temps infinı, a acquis dans tous ses points celte m&öme 
tempcrature zero. Donc, l'expression (7.) doit s’Cvanouir pour toute va- 
leur de x infcrieure ü #, lorsqu’on y fait 2=0, 1 serait d’ailleurs fa- 
cile d’obtenir cette cons@quence par le seul examen de l’expres- 
sion (7.) et sans aucune consideration physique. 


Prenant l’expression (7,) pour D‘ et l’expression qui sen deduit par 
le changement de J(u) en F{u) et dex en #—x, pour v”, la somme 
»’ s’evanouira pour Z=0; la fonction %(x) sera nulle et la troi- 
sitme partie w sera l’expression des clats variables d’une barre dont les 
deux extremitös sont assujeties ä la temperature zero et dont l'etat anı- 
tial est exprimd par la fonction connue P(x). Cette troisieme partie 
est donnee par Ja formule suivante, dans Jaquelie le sıgne Z se rapporte 
a toutes les valeurs positives et entiereg de ;, 


(Theorie de la chaleur, pag. 430.) 
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La valeur de »’ (7.) est sous une forme assez compliqude. Il en 
est de m&me de la seconde partie v’. Ces deux expressions se sımplifient 
beaucoup lorsqu’on leur donne une forme analogue ä celle de la troisieme, 
c’est a dire, l’orsqu’on les döveloppe en scries de sinus des arcs multi- 
ples de x. Ce developpement est evidemment permis, la variable x ne 
devant recevoir que des valeurs inferieures a v dans lexpression v‘ (7.) 
et dans l’expression analogue v“. Pour transformer la fonction (7.) en 
une pareille sörie, il suflira de developper R et S, qui renferment seules 
la variable x. Faisons donc 

8) R = Zb;sinin, S == Ze;siniz 
le sıgne 3 se rapportant comme pr&ecedemment aux valeurs positives et 
entieres de 2. Les co@fhciens d; et c; qui ne peuvent dependre que de =, 
seront donnds par ces intgrales definies, d’apres la theorie connue des 


series de sinus. 
2 
9) 5 == 
see 


On peut obtenir les valeurs de ces deux integrales dehinies, sans ätre 
oblige de r&soudre les &quations differentielles (4.). 


Pour y parvenir, nous remplacerons dans les expressions pr&cedentes 


. 1 14 9®R 
de et Ret par les differentielles secondes — — .——; 
0x a 0% 


qui leur sont respectivement dgales en vertu des &quations (4.) dont A et 
S$ sont des integrales particulieres. Integrant ensuite deux fois par par- 
ties, les expressions de 5, et c;, et observant qu’a la premiere limite &=0, 
sin2x, Ret sont nulles, et qu’a la seconde limite 7, ona sinis —=0, 
R=]ı, S=0, il 


— 


Mais d’apres les &quations 9) les Pr integrales precedentes sont re- 


spectivement Equivalentes a —b,, —c;,. La substitution de ces valeurs 


2 2 
donne ces ?2 relations entre db; et c;: 
- 2 icosin i? 
d’ou tıre: 
2 WVeosin iacosin 


% a’ a’ ı* 


3 

4 

| 

4 
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Meitant ces valeurs des co@ficiens 5; et e; dans R et S (8.), substituant 
ensuite A et S ainsi transforme&es dans l’expression (7.) et intervertissant 
Vordre des signes & et /, l’expression (7.) deviendra: 

2icosinsinixr cosalt—u ”asina (t— 
Les deux integrales relatives ä @ que renferme cette expression sont fa- 
cıles ä obtenir par les formules connues. On a, comme !on sait: 

b designant une quantile positive, et le signe supdrieur ou le signe infe- 
rieur ayant lieu selon que / est positif ou negatif. En comparant ces 
r&sultats avec les integrales pröcedentes, on voit que ces deux integrales 


ont l’une et Yauire la valeur Zetum lorsque £—» est positif, et que 


lorsque E—yu est negatıf, elles ont respectivement les valeurs 


quı ne different que par les sıgnes. Donc, la somme de ces integrales 
est mer") ou nulle, selon que Z—u est positif ou negatif. I suit de 
la que la serie contenue dans la formule (10.) peut ©tre remplacde par 
(11.) 
lorsque Z—u est positif, c’est a dire tant que x est inferieur ä& £, et 
quelle se reduit a zero, lorsque surpasse £. La fonction de qui 
doit ©tre integrde depuis jusqua 2 et dont la serie en que- 
stion est facteur, s’evanouit done aussi pour toutes les valeurs de u su- 
p£erieures ä 

On pourra donc n’intcgrer que depuis x jusqu’a chan- 
geant ainsi la limite supcrieure de lintigrale (10.) et remplacant la se- 
rie qui y entre par lexpression (l1.), qui est eguivalente tant que 
c’est dire dans toute l’etendue de lintegration, lexpression (10.) 
prendra cette forme tres simple: 


o 

ou ce qui revient au müme, en intervertissant lordre des signes [ et 2: 


or. 


Ayant ainsı obtenu la premitre partie v’ de la solution, on en de- 
duira la seconde en changeant x en et f(x) en Fu). Si l’on 


20. Lejeune-Dirichlet, question relative a la thcorie de la chaleur. 295 


ajoute ensuite et v’’ la troisicme partie zw deja formee plus haut, on 
obtiendra l’expression suivante de la temperature variable u du point 
dont l’abscisse est x 


u= — — Zicosimsinixe 
2 .. . ? - 
— —zisinixe” 


o 
Cette expression differe un peu par la forme du r&sultat que Mr. Fon- 
rier a donne. Pour la faire coincider avec la formule que l’on trouve 
dans le M&moire deja cite, ıl faut remplacer lintegrale qui entre dans 
la premiere partie de u par celle expression que donne l’intdgration 


par parties 


ı 
(u) designant la fonction derivce de f(n). 
La premitre partie D’ se change ainsı en 


. 
Mettant maintenant a la place de & : sa valeur connue — !r, 


’ prendra cette forme: 
x \ 2 331 / 2, 
Si l’on transforme ©” d’une maniere analogue et que l’on ajoute 


ensuite les 3 parties v‘, v” et zw, on aura lexpression de la temp£rature 
u, telle que Mr. Fourier l’a donnce, 


d. MW. Bd. 38 


. 
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21. 


Deux theor&mes sur les nombres. 


Insoreme l. Tout nombre entier est diviseur d’un nombre 
exprıme par une suite de 9, suivis de plusieurs zeros. (An- 
nales de mathem. de Mr. Gergonne, fome XIX. page 256.) 

Demonstration. (Par un abonne du present journal.) Divisons 
les puissances successives de 10 par le nombre entier donne k, ıl ne 
pourra y avoir que % restes diflerents, zero y compris. Donc les m&mes 
restes reviendront ne&cessairement. Soit 10” et 10” deux puissances de 10 
qui laissent les mömes restes, la difference 10”— 10”, ou bien 10” (10""— 1) 
sera divisible par # Mais 10”(10””"—1) est un nombre exprime par 
une suite de 2— m neufs suivis de 7» zeros. Il existe donc toujours un 
nombre de cette forme divisible par le nombre entier donn& Ä#. 

iheoreme Ill. (Par lediteur.) Tout nombre entier est di- 
viseur d'un nombre exprime& par une suite de p£riodes de 
chıffres donnes, suivis de plusieurs zeros. 

Demonstration. Tout nombre exprim& par une suite de pc- 
riodes de chifires donnes peut ätre exprime par 

z = P(1-+10”-+ 10°” -L....10"”), 
P etant la periode et le nombre de chiffres quelle contient. La 
riode peut toujours Ötre supposce plus grande que le diviseur k; car sı 
une sımple periode &toit plus petite, il n’y auroit qu’ä en r&unir plusieurs 
dans une seule P. En divisant ce nombre 3 par le nombre donn& 4, les der- 
niers chiflres des periodes P’ ne pourront laisser que & restes differents, zero 
y compris. Donc les m&mes restes reviendront ndcessairement. Soient 
P(1-+ 10” +10” -L,...4 10" + 10%”, ,..+10”") et 

deux nombres composes de la periode P qui laissent les müömes restes, 


leur difference 
....4 10") ou bien 


P. (1 410” +10” 100°") 
sera divisible par /. Mais cette difference est elle m&me un nombre exprıme 
par une suite de v—x periodes de 72 chiffres donnes, suivis de a + ı) m 
zeros. Il existe donc toujours un nombre de cette forme, divisible par le 


nombre entier donne 


& 


w 


& 
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22: 


Über die Curven des kürzesten Perimeters auf 
krummen Flächen. In Folge der Aufgabe 6. 


Band 3. Heft 1. S. 99. 


(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin. ) 


1. Ylx,y,2) = 0 die Gleichung einer krummen Fläche, in Be- 
zug auf rechtwinklige Coordinaten. Aus derselben sei die Gleichung 
dz=pdx-4-gdy abgeleitet. Ein auf der krummen Fläche befirdlicher Raum 
ist /[uvdxdy, wo und sein Umring: (dx’+ dy?’+-dz°), 
beide Integrale zwischen denselben Grenzen, in Bezug auf & genommen. 
Bezeichnet nun A eine Constante, so fordert die Aufgabe: auf der Fläche 
einen gegebenen Raum mit der möglich- kürzesten Linie einzuschliefsen, 
dafs der Gleichung: 
+-ö/fvdedy = 0 

Genüge geschehn. 

Diese Gleichung giebt, nach den Regein der Variationsrechnung 
behandelt, folgende: 


dy p 
wo ds’ =dx’+dy*--dz? gesetzt worden ist. 
Wendet man diese Gleichung zunächst auf die Ebene an, so sind 
in diesem Falle die Gröfsen p, 9, v, Constanten, und man erhält die 
Gleichung: 


dy dx dy v 

welche sich leicht weiter integriren läfst, und nach melıreren Reductio- 
nen die Gleichung einer Kugel: + giebt. 
Diese, mit der gegebenen Gleichung der Ebene verbunden, welche unter 
der Form: = y=p(x+a)+9(y-+Pß) zu denken ist, giebt einen Kreis 
vom Halbmesser A}, wıe es bekanntlich sein mufs. 

Ist die gegebene Fläche eine Kugel, so it r", 


p =—-, „= —_, und die Gleichung (1.) geht daher in folgende über: 
35 * 


€ 
5 
& 
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ds Y ds h 
Das Integral dieser Gleichung ist <-+ö5y-+cez=g, wo 5 und e will- 
kürliche Constanten sind. Die Gleichung der Kugel giebt: 


-ydy+zdz = 0, 
dx +bdy+edz=0, 


und die der Ebene: 


mithin: 
und 
Hieraus folgt: 


ds.(bz—cy) (bz—cy)’+ (cx—z) + 
und man findet leicht, daß —g% Die Differential- 
gleichung wird mithin: 


oder ezdx Hbydx—zdz—y 
d. h. wodurch auch bestimmt ist. 


Die Curve des kürzesten Perimeters auf der Kugel ist also eine 
ebene Curve, und folglich ein Kreis, wie sich erwarten liefs. 

2. Es ıst in vielen Fällen nützlich, andre Coordinaten zu neh- 
men. Setzt man y=rsiny, so wird ds 


und die Gleichung: 
= 0 


giebt, wenn ör=0 angenommen wird, 
a 


wo n wie vorhin den Cosinus der Neigung eines Flächen-Elements ge- 


gen ie Ebene der & und y bedeutet. 

Wenden wir diese Gleichung auf den Kegel an, dessen Gleichung 
z=rcotang&, so ist, wie bei allen runden Flächen, öz=0 zu setzen, 
und es ergiebt sich die Gleichung der Curve des kürzesten Perimeters 


auf dem geraden Regel: 
d r?dıy 


ds hsin«’ wel v sin@' 
Zugleich ist dr: 
ds? 


Das vollständige Integral der obigen Gleichung ist: 
= 0%, 


wo m=sina, hsine=0, und e und ß willkürliche Constanten sind. 


| 
| 
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Diese Gleichung ergiebt 


ordı 
r— Pcosm (y—P) ’ 
mithin: 
__ r—ercsm(w—P) __ r?-+o?— e* 
ds 0} 2 
also 
wıe oben. 


. . dy dz __vdx 
3. Die allgemeine Gleichung d + =—, 


kelt, folgende: 


da’d’y + (de—gdy)(d’ydz—dydz) + = ER, 


giebt, entwik- 


oder, wenn man für d2—ygdy seinen Werth pdx setzt: 


3 
2. = 
Nun ist aber 
die Gleichung der sich an eine Curve doppelter Krümmung anschlie- 
[senden Ebene. 


Die Gleichung für die Tangential-Ebene einer krummen Fläche 

ist bekanntlich: 

Liegt demnach auf einer krummen Fläche eine beliebige Curve 
doppelter Krümmung, und bezeichnet man, in Bezug auf einen Punct 
der-Curve und der Fläche, die Neigung der Ebene des Krümmungskrei- 
ses der Curve gegen die Tangential- Ebene der Fläche, mit z, so hat man 
Man dividire nun die Gleichung (2.) mit 

+ (dedy—dyd’z)) = 


3 
so erhält man auf der linken Seite offenbar cosz, auf der rechten: a 


Nun ıst T der Krümmungshalbmesser R einer Curve im Raume; folg- 


cosı 


lich hat man für die Curve des kürzesten Perimeters die Gleichung: 
hcosi= R, der zufolge in jedem Puncte der Curve der Cosinus der Nei- 
gung des Krümmungs-Halbmessers derselben gegen die Tangential- Ebene 


der Fläche, dem Krümmungs-Halbmesser selbst proportional ist. Wenn 
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i seine vorige Bedeutung behält, so hat man für die kürzeste Linie auf 
einer Fläche bekanntlich die Gleichung: cos? =0. 

4. Man denke auf der krummen Fläche einen Punct 4, und 
durch denselben ın beliebiger Richtung eine kürzeste Linie als Coordi- 
naten-Axe gezogen. Die Lage irgend eines Punctes B auf der Fläche 
kann durch die Länge der kürzesten Linie zwischen /und B, d.h. durch 
die Entfernung dieser Puncte auf der Fläche, («), und durch den Win- 
kel, welchen ZB ım Puncte 4 mit der Axe einschliefst (7), angegeben 
werden, Nennt man nun s den Bogen einer kürzesten Linie, die von B 
anfangend in beliebiger Richtung und Länge auf der Fläche gezogen ist, 
und ) den Winkel, welchen s im Puncte B mit {D oder « einschliefst, 
so kann irgend eine Curve auf der Fläche durch eine Gleichung zwi- 
schen s und %, als Coordinaten, bestimmt werden. Um auf ein solches 
Coordinatensystem die Variationen anwenden zu können, müssen wir 
erst die Ausdrücke für Bogen und Flächenraum einer Curve suchen, 
welche unter dieser Voraussetzung Statt finden. 

Betrachten wir zu diesem Ende eine Curve, die mit einem con- 
stanfen Radıus s vom Puncte D aus auf der Fläche beschrieben ist. Es 
läfst sich sogleich ohne alle Rechnung zeigen, dafs der Radius s in jedem 
Puncte derselben senkrecht auf dem Perimeiter sieht. Denn man denke 
sich aus dem Mittelpuncte P noch eine zweite Curve mit dem unver- 
änderlichen Halbmesser r beschrieben. -Sei r kleiner als s, so behaupte 
ich, dafs s— r der kürzeste Abstand eines Punctes der zweiten Curve 
von der ersten ist, und mithin senkrecht auf dieser steht. Denn liefse 
sich von diesem Puncte nach der andern Curve eine kürzeste Linie u 
ziehen, so dafs z kleiner wäre als s—r, so würde hieraus sich ein 
Dreieck mit den Seiten s, u, r ergeben, in welchem s>u--r, was ein 
Widerspruch ist, da s die möglich-kürzeste Linie auf der Fläche zwi- 
schen ihren Endpuncten ist, | 

Nennen wir den Perimeter der mit einem constanten Radius be- 
schriebenen Curve P, so ıst irgend ein Bogen desselben, von dem Puncte an 
gerechnet, wo %=0, ofleubar von % und dem Radıus s abhängig. Man 
hat also P=@(\,s). Auch die Coordinaten @ und = des Mittelpunctes 
B können in dem Ausdrucke für P sehr wohl vorkommen, da ım All- 
gemeinen auf krummen Flächen die Lage dieses Punctes nicht ohne Ein- 
fluls angenommen werden darf. Man hat folglich, da s constant ist, 


> 
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dP=0.d%, wo ® eine gewisse, von der Natur der Fläche abhängige 
Function der Gröfsen und s ist. Weil nun der Radius s senkrecht 
auf P steht, so ist klar, dafs das Element des Flächenraums einer 
Curve, die durch eine Gleichung zwischen und s bestimmt ist, durch 
dP.ds=@Pdyds, und das Element des Bogens durch 
ausgedrückt werden mufs. 

Demnach erhält man zur Bestimmung der Curve des kürzesten 
Perimeters die Gleichung: 

+ds) = 0. 

Setzen wir der Kürze wegen dP>=@’dW’+-ds’, und varııren blofs noch 
ı, da bekanntlich beide Gleichungen, welche man durch die Variationen 
von s und / erhalten würde, übereinstimmen müssen, so erhalten wir: 


welche Gleichung 


als Differentialgleichung für die Curve des kürzesten Perimeters giebt. 
Diese Gleichung wird, wie leicht zu sehen, durch die Annahme 
ds=0 befriedigt. Denn es folgt aus dieser Annahme: dP=@d.L, wo- 


durch die vorgelegte Gleichung ın folgende übergeht: db 


welche identisch ıst, ® mag von ') abhängen, oder, wie in einigen be- 
kannten Fällen geschieht, nicht abhängen. 

Die Annahme ds=0 kann aber keine sınguläre Auflösung der 
vorgelegten Gleichung enthalten. Denn es ist bekannt, dafs eine singu- 
läre Auflösung einer gegebenen Differentialgleichung allemal als ein Fac- 
tor derselben mufs dargestellt werden können, welcher dann nur gleich 
Null gesetzt zu werden braucht, um die Auflösung zu erhalten. Von der 
andern Seite aber ıst klar, dafs ds ein Factor der vorgelegten Gleichung 
weder ist, noch durch Entwickelung derselben werden kann. Mithin ist 
ds=0 und folglich auch s=const. ein particuläres Integral der vor- 
gelegten Gleichung. 

Es kommt nun darauf an, das Verhältnifs dieses particulären In- 
tegrals zum vollständigen zu untersuchen. Das particuläre Integral könnte 
2. B. nur für gewisse Orte auf der gegebenen krummen Fläche zeiten. 
Allein dies ist gar nicht der Fall; vielmehr lafst sich leicht zeigen, dafs 
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die Werthbestimmung der Constanten, durch welche allein das particu- 
läre Integral entstanden sein kann, überall auf der Fläche von den Co- 
ordinaten @ und = des Punctes B abhängt. Stellen wir das allgemeine 
Integral durch F(b,s,h,»,A)=0 vor, wo x und A die Constanten der 
Integration sind. 

Seien zwei Puncte 2 und z auf der Fläche durch Coordinaten & 
und o, #’ und «', vom Puncte 4 aus, bestimmt. Stelle # die kürzeste 
Linie zwischen den Puncten B und m vor, so wird die J,änge derselben 
notwendig durch die Coordinaten ihrer Endpuncte bestimmt, und man 
hat: /=f(e,0,a,r). Auch der Winkel 4, welchen 2 im Puncte B mit 
a macht, hängt von denselben Gröfsen ab, so dafs man hat: 

= fi(e,0,a, m). 
Für den Punct z gelten auf analoge Weise Gleichungen wie: 
und Wu f (a, 

Soll also die Curve des kürzesten Perimeters durch die beiden Puncte m 
und 7 gelegt werden, so hat man zur Bestimmung der Constanten «x und 
A folgende Gleichungen: 

F(,t,h,x,?1)=0 und h,x,i) = 0, 
Diesen zufolge reduciren sich, die beiden gegebenen Puncte im Perime» 
ter als fest vorausgesetzt, die Constanten x und A lediglich auf Functio- 
nen von a und =, und umgekehrt. 

Da es nun Werthe der Constanten « und A giebt, für welche aus 
der Gleichung s,h,»,A)=0 der Winkel gänzlich verschwindet, 
so giebt es auch Werthe von @ und 7, welche aus derseiben Gleichung 
ebenfalls ) verschwinden machen, und mithin eine Gleichung F(s, 4)= 0 
hervorbringen. 

We man also auch auf einer krummen Fläche zwei Puncte anneh- 
men möge, durch welche die Curve des kürzesten Perimeters gelegt 
“2 soll: ımmer lassen sich die Coordinaten @ und #= eines Punctes 

? finden, von welchem alle Puncte des Umringes der Curve auf der 
gleich weit entfernt sind. Bezeichnet man die Werthe von x und 
durch welche aus der Gleichung == 0 verschwindet, 
mit x‘ und A, so sind die Gleichungen zur Bestimmung von s, a, ® fol- 

5. Dies ist also die characteristische Eigenschaft der Curven des 
kürzesten Perimeters auf krummen Flächen. Es sei s der Radius einer 
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solchen Curve, so ist ihr Umring von s abhängig, und kann daher mit 
Os bezeichnet werden; der Flächenraum aber, welchen sie einschliefst, 


ist / '9s.ds. Diese Ausdrücke entsprechen in der That einer Forde- 


rung, welche durch die Natur einer Curve geboten wird, die mit dem 
kleinsten Umring einen gegebenen Flächenraum umschliefsen soll, nem- 
lich: dafs der Perimeter einer solchen Curve durch ihren Flächenraum 
bestimmt werden mufs. Dies ist z. B. in der Ebene beı dem Kreise der 
Fall, aber nicht bei der Ellipse, u. a. Auch die Variationsrechnung 
drückt eigentlich nichts weiter als diesen Umstand aus, indem sie eine 
Gleichung aufstellt, der zufolge die Variationen des Umringes und des 
Flächenraumes für die gesuchte Curve beide zugleich verschwinden sol- 
len, was eben darauf hinausläuft, dafs die eine dieser Gröfsen durch die 
andre bestimmt werden, oder von der andern ausschliefslich abhängig 
sein mufs. Diese nothwendige Eigenschaft der in Rede stehenden Our- 
ven gab die nächste Veranlassung zu der Vermuthung, dafs alle diese 
Curven einen constanten Radius haben müfsten, aus welchem Umstande 
jene Eigenschaft wiederum hervorgeht. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dafs in dem Ausdrucke des 
Umrings ©s die Coordinaten des Mittelpunctes vorkommen können. Dies 
kann allerdings weder auf der Ebene, noch auf der Kugel, noch auf den 
abwickelbaren Flächen der Fall sein; denn ın Bezug auf die letzteren ist 
klar, dafs die Curve des kürzesten Perimeters durch Abwickelung in 
einen Kreis übergehen mufs. Kommen aber auf andern Flächen die Co- 
ordinaten des Mittelpunctes in dem Ausdrucke des Umringes vor, so 
müssen sie auch in dem Ausdrucke des Flächenraumes vorhanden sein. 
Unter dieser Voraussetzung liefse sich nach dem vortheilhaftesten Mit- 
telpuncte fragen, d. h. nach dem, welcher bei gegebenem Flächenraum 
unter allen den kleinsten Perimeter bedingt. Man hätte, nach dieser 
Voraussetzung, Eliminirt man s aus die- 


sen Gleichungen, so erhält man P=/f(F,«,r), und wenn man mit die- 


ser Gleichung die folgenden 0, verbindet, so werden die 


Coordinaten @ und = durch den gegebenen Flächenraum F bestimmt, 
woraus sich denn weiter s und P ergeben müssen. Es wäre der Mühe 
werth, zu untersuchen, ob und in welchen Fällen die hier gemachte Vor- 
aussetzung Statt finde. 

Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 2. Tift, 39 
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6. Wir haben hiermit auf einem indirecten Wege ein analytisches Theo- 
rem gefunden, dessen directer Beweis eben so schwierig als wünschenswerth 
erscheint. Dasselbe läfst sich am einfachsten folgendermafsen aussprechen: 

Sei %(@,y,2)=0 die Gleichung einer krummen Fläche. Die 
Gleichung a kürzesten Linie auf derselben ist das Integral der Gleichung: 
+7 welches durch 

(a) y,%,A) = 0 
bezeichnet werden mag, wo * und A die Constanten derIntegration sind. 
Bestimmen wir eine derselben durch die Gleichung: 

mA) = 0, 
so dafs die kürzeste Linie durch den Punct auf der Fläche geht, für 
welchen =«a, y=f. Setzen wir ferner den Bogen der kürzesten Linie, 
d.h. das Integral: 

[var +dy+dr) = 

wo s eine Constante ist. Eliminiren wir nun zwischen den 3 Gleichun- 
gen (a.), (b.), (e.) die Gröfsen x und A, so müssen wir eine Gleichung 
zwischen © und y erhalten, welche in Verbindung mit der Gleichung 
der Fläche die Curve des kürzesten Perimeters bestimmt, also als In- 


tegral der Gleichung 


+97 


entspricht. Die willkürlichen Constanten des Integrals, & und ß, sind die 
Coordinaten der Projection des Mittelpunctes auf die Ebene der x und y, 
und die Gröfse Ah ist als eine Function des constanten Radius s anzusehn. 

Zur Erläuterung diene noch das Beispiel des Kegels, dessen Glei- 
chung z=rcotang«. Für die kürzeste Linie auf demselben findet sich: 
c und sind willkürliche Constanten und ist, wie oben, 
—=sina. Für Y=ß werde r=;, so erhält man ocosmß--d=0. Für den 
Bogen der kürzesten Lanie erhält man: s=ctangm  -b— ctangmß-+b, 
weil der Bogen für = verschwinden mufs. Aus den beiden ersten 


Gleichungen erhält man: 


| r sinm — f) 
cosmß-+b — —2recosm(w— P)+E*)? 
und mit Hülfe der übrigen aus der dritten: s—= a ‚ woraus 


als Gleichung für die Curve des kürzesten Perimeters hervorgeht: 
e* = s’, wie oben. 
Berlin im December 1529. 
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23. 


Über Interpolation. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 


1. Kine beliebige Function y einer veränderlichen Gröfse x sei für die 
Werthe von x: 0, +1, +2, etc., —1, —2, —3, etc. gegeben, man 
soll daraus den Werth für jedes beliebige & finden. 

Es seien die Werthe der Function nebst ıhren Differenzen, wie 
aus dem folgenden Schema zu ersehen ist, bezeichnet: 


® y Ay Ay Ay Ay A’.y Ay 


e_; 
0 Yo b, d, e, etc. 
+3 


und überdies: 


= %0,, 
= 20 
+ 20,5 
etc. 


Der Werth von y, sei nun: 

wo Ayın #x. etc. blofs Functionen von x sind. Es läfst sich zeigen, 
dafs der Werth von y, in Beziehung auf y,, «@,, b, etc. blofs linearisch 
sein könne. Man nehme den allgemeinsten Ausdruck einer Function von 
Yo, b, etc. und v=2.M, WO alle 
Werthe von O0 bis oo haben können, und M, blofs von x und den 


Exponenten 77, 7, ?, »... abhängt, > aber das Zeichen für die Summe 
aller möglichen Glieder von dieser Form andeutet. Es seien nun, wenn 
y==v ist, die resp. Werthe von Yo, Bas Pos 
wenn y=v’ist: + folglich, wenn ist: v,+v/, 
ß,+P/, ete. Demnach wird 

39 
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und 

Wäre nun in dem Ausdruck ein Glied, das aus zweien oder mehreren, 
gleichen oder ungleichen Factoren der Gröfsen y,, @,, b, etc. bestände, 
so gäbe die Entwickelung desselben in dem letzten Ausdrucke durch 
Multiplication ein oder mehrere einzelne Producte, deren Factoren aus 
beiden Reihen Gröfsen v,, &,, »... und Pi, zugleich 
genommen sind; da aber diese in der Summe der Ausdrücke für v, und 
v, nicht vorkommen, die Factoren aber jeden beliebigen Werth haben 
können, so mufs der Co&fficient aller dieser Glieder =0 sein; wodurch 
also dıe Allgemeinheit der Gleichung (1.) erwiesen ist. 


Überhaupt läfst sich jede Function von x durch ein Aggregat von 
Gliedern von der Form Asin(<+ux) darstellen, wo A, z, und « von x 
unabhängig sind; die Differenzen der verschiedenen Ordnungen sind als- 
dann dem Aggregate der Differenzen der einzelnen Theile von derselben 
Ordnung gleich. Die Coöficienten A,,, Äx.s etc. für den einzelnen 
Werth y=4A.sin(+«x) gelten also, wie leicht zu übersehen ist, all- 
gemein für jede Function von x. Man kann noch von dem Factor A 
abstrahiıren, indem derselbe blofs als Coefhicient in allen Gliedern der 
Gleichung (1.) vorkömmt. 


Setzt man daher statt v,, sin(s+«x), so wird das obige Schema: 
x Y A?,y A°’.y 


cos (z—Ix 2sin! x 

—ı,sin(z— &) + sin (z—x)(2sini«)?, 
cos(z x)(2sindx 

o,sin z, (3: (2 sinix)?, 


©), — sin(z+x)(2 sinze)’, 


x)(2 sin 


e 


folglich wird: 


= sin2; d, = sinz(2siny«@)’; 

0, = 0052 e, 0052(2sin$ %)’C082%; 
b, = — sınz(2sınz&)’; = — sin: singe); 

= — etc. 


Substituirt man diese Werthe in die Formel (1.), so findet man: 


- 


3. 
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sın(<+«x) = sınz + cosz 
= sinz [1— 4, ,(25in32)’ +4, ,(2 sinze)— A,,(2s1nZa) 
+ 0052 (25in32) — A. ,(2sin32)’ +4, , 
oder 
2. 1 —A,,(2sinza@)’+ A,,(25in ze)’ — A, ,(2sinze) 
3. sinax = |-4,,(2sin ge) — A4,,(25in 32)’ + 4,,(25in 32)’ — .... 
Die Differentiation der Gleichung (?.) giebt: 
4. —xSin&x 
durch deren Vergleichung mit der Gleichung (3.) man 


2 4 6 


erhält. Eine 'nochmalige Differentiirung giebt nach Substitution von 
cosz = 1— 4(2sinze): 
— = — 1.24,. + (3.44, 1.4,,)(25in 4a)’ 
@sinza)’ + (7.84, 
Wir haben aber auch durch die Gleichung (?.): 
mithin durch Vergleichung dieser beiden Reihen: 
1.2A,,= %, 
3.44, = 
9.64, = A, 
7.8A,. = 


etc. 
oder: 
1.2? 
6. 4 _ 2?—1.2°?— 2? 
| 
2?.0°— 3? 
1.2.3.4.5.6.7.8 


A,, 8 


etc. 


und durch Hülfe der Gleichungen (5.): 


Nach Substitution dieser Werthe der Coöflicienten wird die Formel (1.): 


2 
> 
» 
A 
A 
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1% 15%+ 135 1.234 d,+ 1.23.45 € 


— 1.02: — 22 x.0° —1.2?—2?, 0? 3? 
+ 1.2.3.4.5.6 h+ 


2. Es sei die Function y für die Werthe von x: +2, 3-35, etc. 
— 23, 3 gegeben, und mit den Differenzen wie in folgendem Schema 


bezeichnet: 


Q_, 
v 2 2 etc. 
YH 
Ay, +3 
. 
und 
td, = 
etc. 


Setzt man wieder statt y,, sin(<+ax), so verwandeln sich diese Grö- 
(sen ın: 


—3u) 

2%), cos z (2sinie), sin(? ’— etc. 

. 

sin(<-+32), 


== sinz cos!a; = sınz (2sinio)'cosia; 
cos:(2singe); c, = c0sz(2sinia); 
— sınz etc. 


= —.c0s:(2sin}«); 
Ist nun allgemein: 
so hat man auch: 
sin(2 = sınz c0os#x + coszsin&x 
+ cosz(B,,(2singe)— 
folglich: 


> 
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9, 
2 2 | 


10. sinax= 
Diese Gleichung differentiirt giebt: 


durch deren Vergleichung mit der Gleichung (9.) sich ergiebt: 
N 


| 3 5 


Differentiirt man nochmals, so erhält man, nach Substitution, cos3«@ 


=1—4(25in3 0): 


— ısınac = — (2.3B,,+ .) @singe) + 


— (67 + singe)’ 
Nach der Gleichung (10.) ist aber: 


— —x°D, + — ,(2sin32) 


folglich: 
2. 3 y — (3)°) BD, 19 
etc., 
oder, da DB, , =x: 
B 
B.—_ 
1.2.3.4.5.6.7 
etc. 
und durch die Gleichungen (11.): 
1 
13. /B,, = - 
7 
32 
Ds 


etc. 
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folglich wird die Formel (8.): 


2 92 )2 DE 
+ 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6 
3. Aus den Ausdrücken I. und 11. folgt zwar unmittelbar durch 
OYx 


Differentiirung der Ausdruck für 7 in beiden Fällen, er läfst sich aber 


auch auf eine andere Art darstellen, die nicht uninteressant sein dürfte. 
Es sei nemlich nach der Bezeichnung in 1.: 


Ay. 


ÜX 
und setzt man, wie vorher, statt y,, sin(z--a@x); statt a,, db, v.s. w. die 
entsprechenden Werthe; und zur Abkürzung 2sin$@=t; so .ndet man: 
+%%) = 80052 — asinzsina® 
Es ist aber =2arcesin$?, und mittelst der Gleichungen (9.) und (10.) 
%C0S2C0S%x — 
c05z — PB, , !—P st" +....] 
— sinz (2aresin#?) "+ — ....]. 
Man hat also, wenn man die Ausdrücke für D,,, B,. u.s. w. aus (1%. 
und 13.) substituirt, und 2aresin$2 ın eine Reihe entwickelt: 
> 


] 
= + + Ab... 


1.2.3.4 


1 3? 
4. Sei nach der Bezeichnung von ?. 


und setzt man hinwiederum statt sin(z+«&x), und statt 
dıe entsprechenden Werthe, so hat man: 


? 
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40053 C098%% — asinz sin&x 
= Des 
— sinz eosta[D,, D,,„"+ — .]. 
Durch Hülfe der Gleichungen (2. und 3.) haben wir aber auch: 
%C053 C082% — #SInz sind. 
— sin z cost u(Z2aresinz 2) — As Aus! —....]; 
folglich, wenn man statt 4,.,, 4x,, etc., deren Werthe aus (6. und 7.) 


substituirt: 
.... 


Auf gleiche Art findet man für den zweiten und höhern Differen- 
tialquotienten ähnliche Ausdrücke, deren Entwickelung ich der Kürze 
wegen übergehe. Ich bemerke nur, dafs die Coöflicienten des ersten Fac- 
tors ın dem Ausdruck für den zweiten Differentialquotienten (2arcsın#2)* 
einem sehr einfachen Gesetze folgen, welches aber bei dem dritten und 
den höhern nicht Statt findet. 

5. Eine vielfache Anwendung findet der Ausdruck des Integrals 
/y:©x. Man sieht leicht, dafs es in der Bezeichnung von (1.), wenn es 
von genommen wird, die Form haben mußs: 

und nach der Substitution des Werthes sın(:-—+«r) statt y.: 
— = — 005: — 1) + = sinzsinax 
= sinz(c—E, 
und mittelst (9., 10., 12. und 13.): 


2 
2 1 2 1 3 
2aresinzi\l 1.2.3 


2 
coszcosi« 2 
r— 
u... 


1.2.3.4 
Grelle's Journal d. M. V. Bd. 3, 40 
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mithin: 


1 3? 
oc 
133 77975 


11 


Sucht man das Integral von — bis +3, so verschwinden die 
mit E,., E,,; etc. multiplicirten Glieder, da sie blofs gerade Potenzen 
enthalten. Nennt man in diesem einzelnen Falle die Coefficienten der 
übrigen 1, E,, E,...., so ist: 


23. 1- ...= 


+376' 4+.... 
Eben so wenn die Coefhicienten des Integrals, vn bs =-+? 
genommen, 3, etc. sind: 


24. 3— Er -E"— ... = 3 —1t? 


1 
477 
u, 8. f, 


6. Nach der Bezeichnung von (?.) sei 


so ıst nach Substitution von y.=sin(z + ax): 


! 1 
—eos(s+%%) = — + — sinz sın %X 


+ cos: + Fort tr...) 
oder mittelst (2., 3., 6. und 7.): 


x.x: —1 — 1.2? — 22 ) 


folglich: 


272. st! —.... 
| 
| 
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, 2.01.2228 
4 
+55 
= = = = 
1 1 3 
147-3 t zit +.... 
Nimmt man das Integral von —ı bs = +1, so wird F,,=F,; 


= etc. =0, und wenn man die übrigen Coefhcienten /,, F',, etc. setzt: 
In Beziehung auf eine zweite oder höhere Integration gilt auch die ın (4.) 
in Bezug auf die Ausdrücke für die Differentiale von y, gemachte Be- 


merkung. 
München, den 22. Juli 1829. 
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24. | 
Über Centrifugal- Pendel- Uhren. 


(Von Herm Th. Clausen zu München. ) 


Die Bewegung der Centrifugal-Pendel ist bekanntlich deswegen nicht 
gleichförmig, weil der Widerstand der Luft, die Reibung und die bewe- 
gende Kraft, wodurch der Gang der Uhr regulirt wird, zu veränderlich 
sind. Indessen ist die Veränderlichkeit sehr verschieden, je nachdem 
die Uhr construirt ist; welche Idee mich veranlafst hat, über die Ein- 
richtung, wobei die möglich kleinste Veränderung des Ganges Statt fin- 
det, nachzudenken. Ich bin dadurch auf folgendes Resultat gekommen: 
Es sei (Taf. IH. Fig. 3.) AB eine verticale Axe, CD=a, ein hori- 
zontaler Arm, E ein Gewicht, und DE=]/. Dreht man die Axe, so ent- 
fernt sich das Gewicht von der Verticallinie DF. Ich nehme an, dafs 
der Winkel # sich im ganzen Umkreise gleich bleibt, welches durch den 
Wiıderstand der Luft in kurzer Zeit bewirkt wird, so dafs die bewe- 
gende Kraft (Feder oder Loth) der Reibung und dem Widerstande der 
Luft gleich ist. WVermindert sich nun dieser, wie z. B. bei gröfserer 
Warme und tieferem Barometerstande, und die Reibung, wie bei Erwär- 
mang des Oels, so ändert sich die Umdrehungsgeschwindigkeit und der da- 
von abhängende Winkel . Hieraus ersieht man, dafs derjenige Werth von 5, 


für welchen Oo ist, der für den gleichförmigen Gang passendste ıst, 


weil der Einflufs, den die zur Wiederherstellung der Gleichheit zwi- 
schen dem Widerstande der Luft, der Reibung und der bewegenden Kraft 
erfolgende Aenderung von 9 in dem Gange hervorbringt, nur von zwei- 
ter Ordnung ist. 

Sei v die Winkelgeschwindigkeit der Axe AB, so ist die Centri- 
fugalkraft in horizontaler Richtung («+J/sin®)v’; und nach der Richtung 
DE und einer in der Vertical-Ebene darauf senkrechten zerlegt: nach 
dieser letztern (@a+/sin$) cos#.y’. Die Kraft der Schwere, nach dersel- 
ben Richtung zerlegt, ist gsin®; es ist daher, wenn der Winkel # wäh- 
rend der ganzen Umdrehung beständig ist: 

(a + 1sind) cosd.v = gsind, 
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oder 
I. a+/snd = 
und wenn man differentnrt und v constant setzt: 


5 


v:cos®?? 


oder 
2. 


y? 
Die Verbindung der beiden Gleichungen giebt: 
@-+-/sind = /sin$ cos$’, 


+/sin®’ 0, 


oder 


folglich , 
a 
s3ın 
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woraus man sieht, dafs der Winkel $ negativ ıst, oder dafs das Gewich! 


E und der Arm ÜD auf verschiedenen Seiten der Axe liegen. 


Als Beispiel nehme ich an: e=0,1g; 2=0,7g, wo g bekannt- 
lich die in einer Secunde durch den freien Fall erlangte Geschwindigkeit 
ausdrückt: so hat man $ = — 52° 3% und die Zeit eines Umlaufs 1,333. 


Durch Veränderung des Winkels um 2°,5, wodurch der Widerstand der 
Luft, wenn er dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional gesetzt 
wird, um den sechsten Theil gröfser oder kleiner wird, verändert sich 


der tägliche Gang biofs um etwa 5 Minuten. 


Münehen, den 21, Juli 1829. 


| 
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25. 
Beweis eines Liehrsatzes vom Fünfecke. 


In Folge der Aufstellung desselben S. 396., 4. Band 4. Heft dieses Journals. 
(Von Herm G....... ) 


ar zu beweisende Satz heifst: „Wenn alle Seiten eines beliebi- 
gen Fünfecks /BCDE (Taf. Il. Fig, 4.) verlängert werden, bis 
sie sich D‘, E’ treffen, so schneiden die fünf ge- 
raden Linien, welche die Mittelpuncte der Diagonalen ei- 
nes jeden der Vierecke 4BE4', BACB', CBDC', DCED’, EADE‘ 
mit einander verbinden, sich immer alle iin ein- und dem- 
selben Puncte.” 


Es kann dieser Satz auf den folgenden einfacheren zurückge- 
bracht werden. Wenn vom Durchschnittspuncte O der Diagonalen des 
Vierecks (Fig. 5.) nach einer Seite AB desselben hin die Gera- 
den OF und OF gezogen und die Durchschnittspuncte M und N der 
Diagonalen der beiden Vierecke ZCOE und BDOF durch MN verbunden 
werden, wenn man weiter die Linien C4 und OE durch PQ, die Sei- 
ten ÜD und MN durch ZG, und die Linien OF und DB durch RS hal- 
birt, so schneiden sich diese drei Halbirungslinien immer in einem 
Puncte 

Wir setzen zur Abkürzung O4J=e, OB=b, OC=c, OD=d, 
OM= m, ON=n und nehmen OB und OA zu Coordinaten- Axen. 


Die Coordinaten des Punctes P sind dann: —; und + 5 
des Punctes L 
des Punctes 5 - - und 
des Punctes G - - +7 und 


Die Coordinaten des Punctes E finden sich aus den Gleichungen 


m 


+2 —ı und der Linien 4B und MC; die Coordinaten 
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des Punctes Q sind aber halb so grofs, und demnach: 


äbc(a— m) 3ma(b-+ ec) 
ac+-bm mb-+tac 


Die Coordinaten des Punctes Z’ finden sich aus den Gleichungen 


5; + -=ı und -—S= ı der Linien AB und DN; die des Punctes 


R sind halb so grofs, und also 


znb(a-+d) zad(b—.n) 
na+bd batna 


Man kennt also für jede der drei Linien PQ, LG und SR die Coor- 
dinaten zweier Puncte, und findet also nach einiger Rechnung die Glei- 
chungen für diese drei Linien selbst, nämlıch: 


für die erste: y(lb+ce) + x(ea—m) = 


für die zweite: y(a+c)— x(m--d) = 


für die dritte: yo—n)+ = 


Subtrahirt man von der ersten Gleichung die zweite, so erhält 
man die dritte, und es schneiden sich also die drei Linien PO, ZG und 
SR in einem Puncte. 

Der so eben bewiesene Satz findet aber eine fünffache Anwen- ö 
dung in Fig.4. Halbirt man nämlich hier die Linien 4D und U’B' 2 
durch eine Linie ee’; C’D’ und EB durch eine Gerade ar’; AU und DE 
durch 55’; DB und 4’E’ durch cc’; endlich EC und B’A’ durch dd’, so 
schneiden sich also diese fünf Linien aa‘, bb’, cc’, dd’, ce’ in einem 
Puncte; von aa’ wird aber auch 44’ halbirt, denn die Linie aa’ hal- 
birt zugleich die drei Diagonalen eines Vierecks {EB4'; eben so wird 
Bb' von bb’; CC’ von cc’; DD’ von dd’ und ETF’ von ee’ halbirt. 
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26. 


Aufgaben und Lehrsätze, 
erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Aufgabe vom Herrn Prof. Unger zu Erfurt. 

7. Drei ın einer Ecke zusammenstofsende Seiten- Kaxten einer drei- 
seitigen Pyramide sind gegeben; man soll die der Ecke gegenüber lie- 
gende Seitenfläche so bestimmen, dafs der Inhalt der Pyramide ein Ma- 
xımum sei *). 


Lehrsätze von Herrn Prof. Gudermann zu Cleyve. 
8. Wenn man in der Ebene eines Vierecks 4BCD (Taf. II. Fig. 6.) 
eine Gerade so zieht, dafs sie die vier Seiten desselben und die beiden 
Diagonalen AU und BD schneidet, so findet unter den Theilen der ge- 
zogenen Geraden folgende Proportion Statt: 
RP.RS _ RW.RV 
OP.0S OW.OV 
). Wenn die Puncte 7 und /Z/ in v zusammenfallen, so hat man 
die drei folgenden Proportionen: 


"Ss UQ.VS 98 


Aufgaben von Anderen, 


10. Die Wurzeln einer Gleichung vom vierten Grade durch tri- 
gonometrische Functionen auszudrücken, wie es bei Gleichungen vom 
dritten Grade angeht, auf welche sich bekanntlich Gleichungen vom 
vıerten Grade bringen lassen, 

ll. In einer prismatischen, senkrechten Röhre, in deren obern und 
untern Böden sich Öffnungen befinden, wird die Luft auf irgend eine Weise 
erwärmt, so dafs sie sıch ausdehnt, leichter wird als die äufsere T,uft, und 
folglich aufsteigt. Es wırd die Geschwindigkeit gesucht, mit welcher 
sie durch dıe obere und untere Öffnung der Röhre sich bewegen wird, 
und zwar wenn nicht nach Bewegungs-Gesetzen a priori, so doch nach 
dem hypothetischen Gesetze, dafs die Geschwindigkeit einer Flüssigkeit 
derjeniren gleich sei, welche ein Körper erlangen würde, der von der 
fiöhe der drückenden Säule frei herabfiele.e Auch kann statt der ver- 
schiedenen Temperaturen in der Röhre, eine mittlere Temperatur angenom- 
men werden, jedoch mufs die Flasticität der Luft und der Widerstand 
bei der Ausströmung, erstere nach dem Mariottischen Gesetze, letzterer 
nach bekannten bypothetischen Gesetzen in Berechnung kommen. 


*) Herr Prof. Unger bemerkt bei Gelegenheit der Uebersendung dieser Anfgabe, dafs von 
der Aufezabe 29. im 4, Bande S, 391., die sich daselbst, und barycentrisch im 5. Band S. 102. gelö- 
set findet, und zwar allgemeiner gestellt, noch eine anere, geometrische Auflösung von Gior- 
dano di Ottajano wurhanden sei, die sich in den Alemorie di Matematica e Fisica delle so- 
cieta italiana, tom. IV. (Ferona 1788. pag.4.) finde und auch von Klügel in seinem VVörter- 
buche. Art. Kreis. aufgenonmen sei. 
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27. 


De approximata seriei, juxta data functionis derivata 
dispositae, summatione. 
( Auct, Dr. ©. J. D. Hill, Holm. ) 


Sir + c,Dfxr +cD’fr+.... series summanda, et 


fx functio data atque D’fx hujus derivatum n'", (day 


[3 


coöfficientes vero Co, »... constantes qualescungue (aliquatenus ta- 


men convergentes). 
Patet jam, casum ab celeberrimo Gaufs ingeniosissime pertracta- 


tum fdyf(zty) hucspectare. In- 

numerarum igitur formarum, quarum ope summatio tentarı licet, hanc jam 

praecipue eligimus, cum casuı ıstı speciali bene conveniat. Evolutione 

atque comparatione utriusque ipsius s valoris instituta, hae eboriuntur 


aequationes: 


a) 


Quarum quidem numerus est =27r, ignotorumque idem (=2r); 
scilicet adsunt pluria @ numero 7, itemque 2 numero r. Ex istis, si 
omnıa tum 2, tum @ elicere in potestate fuerit, problema nostrum solu- 
tum erit. Hae, cum successive gradus 1, 2, 3,....2r sint, aequa- 
tionem finalem gradus satis elevatı suppeditare videntur; nihilo tamen 
minus haec producitur, gradus dimidio minoris, quam altissimus (2r) 
aequationum @), ex quarum eliminatione oborta est. Forma igitur no- 
stra generalis majorıbus haud laborat dificultatibus, quam casus illius 
nuper memoraius. 

Hoc ıpsum ınveni, cum ad eliminandi exercitium, tum seriem 


uamcunque 
Grelle's Journal d. V.Bd. 4. 41 
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sub formam producti pluriuim potestatum (ex. gr. 
exhibere (quo quidem casu maxima industria atque circumspectio adhi- 
benda) tum plures atque plures aequationum nuper obortarum successive 
tractare, mıhı proposuissem *). Ut vero id, quod ita particulariter inve- 
neram, generatim demonstrare liceret, alıa ingredienda erat via; qua 
etiam totam rem jam breviter explicare conabor. 

Est modus, qui alıqguando in usum venit, numeros theorematı de 
quacunque functione valentı intextos determinandi; isque in eo consistit, 


ut loco functionis indeterminatae certa quaedam eligatur, quae isti de- 
terminationi maxime sit idonea. 


. 1 v . 
Hanc igitur suppositionem fx = —, nostro casui aptissimam vi- 
- 


dimus. Hac enim admissa, nostra, ab initio proposita aequatio haec evadit: 


seu 

Duae quidem, si illius pars dextra secundum x” evolvatur, co@flicientes- 
que eidem ipsius © negativae potentiae annexi comparentur, rursum ae- 
quationes subsidiarias nuper expositas (@.) reddebit. Exinde igitur nihil 


reportatur, nısi quod doceatur, suppositionem nostram rite adhiberi. Sı 
vero formamus functionem 


B(—x) = + 0,_,) 
explicatamque per ba’ —b,x" b, repraesentamus, eam- 
que in utramgque aequationis procedenlis partem ducimus; id, quod quae- 
rimus, inveniemus. Patet enim, nullas, instituta per D.(— x) multipli- 


| 


catione, ab dextra parte negativas ipsius x potentias superesse posse, (S1- 
quidem ex.gr. B(—x)n(x--e)"=n(x-+-a,).(c+0,,).... etc. sic In re- 


*) Hae eliam ipsae aequationes resolvendae praecipuum implicari videbantur nodum alius cu- 
jusdam quaestionis, ejusque dignae, quae penitius perserutaretur, Ni multum fallor, functionum 
secundum potentias evolutio ideo instiluitur, quod ia his et derivatio (differentiatio ) et rederivatin 
(integratio) eaeque quousque libet repetitae, facillime perficiantur. Simili etiaım de causa, scilicet 
ad differentiationem (/\) atque summationem (2) sublevandam, interdum secundum facultates seu 
coefficientes binomiales adgrediuntur evolutionem. 

Quaslibet vero harum operationum, i. e. omnes fere, ex quibus fructus capere licet quanı 
maximos, nullo fere negotio perficies, si funcliones praeire exponentialiter explicaeris. Posito vero 
ame 
eaedem omnino oborientur aequationes (a.); quas igitur etiam hac de causa tractationem mereri 

eredidimns, 


| 
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liquis); ideoque coeflicientes negativarum potestatum quae a sınistra ad- 
esse videantur, re vera nihilo adaequarı. 
Exinde vero hae oboriuntur aequationes: 


c, b, + + C; -+ + c,b, b, Ö, 


Quarum quidem ope, cum nonnisı lineares sint, nullo fere negotio coöf- 
Geientes etc., uno excepto, qui arbıtrarius superest nu- 
merus, determinantur. (Juo facto, statuendo aequationem Da =0, seu 
hancque resolvendo cum re vera idem ac 
....(@—a,) = 0 
valeat, numeri @,, A,_,, ulut illıus radıces, habebuntur. 
His igitur cognitis, idque aequationis ope, quae non est nisi gra- 
dus (r) i. e, dimidii aequationis 
altissimae earum, quae ab initio solvendae proponebantur, facili satis ne- 
gotio reliquae ignotae (2) determinabuntur. Hanc in finem ad pri- 
mitivas aequationes (%) regredimur, earumque ” priores per suum quem- 
cunque numerum A,, etc, multiplicatas addımus. Ita habebimus: 
si numeros istos ıta determinamus, ut co@flicientes sint aequationis 
A +AR +... 
(= Ka), hujusque radices sit (seu 
—= qua quidem divisione instituta 
obtinetur 
A_.=b; A, A, =b,+ab, + ete. 
Quibus ıgitur valoribus introductis, totoque secundum («e) ordinato, sı bre- 
vitatis causa | 
be. + per (be), 
indıcamus, habebımus 


(be),a-+ (be),-sa? +. ...-+ 


b,—ı 2 a 3 b,_3 a? + rbo a’! 
1. e. 72 est alıgua ipsius @ functio, nobis per designanda, eague [racta, 


41° 
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cujug numerator (Pa) est pars producti Ba(c,a"+c,a”+c,e”+....) 
integra (i. e. ea, quae potentiis negativis caret), denominatorqgue =Kz 


Pa 
Posita ıg“tur Fı= seu 


it 3b,3a® +.... 
habebimus ,=!'«,, similitergque ,—=fa, ,=Fa, 
patet enim, n, similiter ab @, pendere, ac , ab a,, vel etiam similen 
calculum pro @, ac nuper pro @ seu @, institui licere. 

Jam ut vides, totum nostrum negotium aequationibus 4, D, et © 
rite solvendis perficıtur. Resolutis scilicet aequationibus 4, cognoscuntur 
quantitates b, quae coefhcientes sunt in aequatione DB). Haec vero reso- 
luta dabit omnıa (a); ex quibus suumguodque (2) per aequationem C), 
seu 2=Hf'« computabitur. Habemus igitur id, quod desiderabatur: 

+edfz + c,D’fx + c,D’fxc+.... 

— n, + 
Hisque subsistere quidem liceret; lubet tamen alıqua, tum circa praeci- 
sionem obtentam disserere, tum circa utriusque istarum aequationum so- 
lutionem compuioque ad hanc obtinendam aptıssımo annotare; tandem- 
que totius rei usum exemplis alıquot illustrare. 

Quod igitur ad accurantiam atlınet, statim vides formulam no- 
stram summatoriam 

Q,) + n,](x + .... + + 4,_,) 
rursus evolutam sub formam 
k,fe 
exhiberi posse. Quoniam vero ita semper sit 
na 
jam patet ex modo, quo numeros @ et 2 determinavimus, esse #,=c,, 
k,=c,, generatimque Ä„=c”, siquidem m <2r fuerit. 
Terminri igitur numero 2r priores serieı datae 
.... 
per istam formulam (Y) complete repraesentantur, errorque rion nisı ex 
altiorıibus provenire potest, isque aperte hic est: 
(Cr — D”fx + — kartı) 
quo quidem corrigendum est o, ut evadat =s=o-e. Hıc vero er- 
ror eo est minor, qnmo major est r, quogue eitius quantitates c decrescunt, 
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idque quo regularius, quo ipso non possit non c„—k, adhuc minor eva- 
dere. In casıbus quidem specialibus, quos tamen in praesenti pertractari 
nobis haud est animus, iste error brevius exhiberi potest, ut ex. gr. nu- 
per celeberrimus Jacobi pro casu Gaussino elegantissime docuit. 


A. Aequationes 4), ut primi gradus, juxta notissimam permi- 
tandı artem solvi quidem possunt; quoniam vero particulari gaudent forma, 
hac ad faciliorem solutionem uti licet. Si enim aequationes #, respective 
per ß, etc. multiplicatae adduntur, obtinentur hae: 


pro definiendo d,:b, (restat scilicet: 
Hae vero sı adtenderis, aperte ad casum praecedentem ipsius A) 
seu ad r unitate minuta spectant, 
acceptis Po» Bı> 
Quae cum ita sint, exinde fluit modus simplicissimus, omnes casus suc- 
cessive simulque solvendi. Si enim a primis ducitur principium, radi- 
ces praecedentes inverso ordine factores erunt idonei ad subsequentem 
solrendum. Sit ıgitur 
Dr=1, .e 
unde statım habetur: 
b,e, + = 0. 
Adhibitis ıgitur factoribus ex 1) desumtis —e, et c,, obtinebitur 
b,(— +0,06) = 0, 
(Juoniam vero si aequationes -f), diagonaliter inverso seripseris ordıne 
he: +64, , +, =0, + = 0, 
aeqnationes obtinentur prioribus similes, ea solum differentia, ut b,b,b23 
C,c,c,c, locum teneant respective horum 2.2, b,5 statim, si ad 
hanc permutationem adtenderis, habebis 


2 


3 
4 
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3) Str=3 ei 


A) \b;c, + be; + b, + =0, 


Factores ex 2) jam adsunt: 
2 
guarım ope statım ex forma: 
be, = 06 
habetur: 
0, 0,0, + — 6,6, eb 
iterumque ex dıagonalı perversione, ut et Id hac: 
< 


€, 
dantur eo ıpso: 


= — — 020; 4 6,050: — 
Signo scilicet mutato, ut ex evolutione directa termini cujuscungue jube- 


tur: id, quod alterna vice, 1. e. pro impari ipsius ” valore efliciendum. 
4) r=4. 
b; 2... + b,C 0, 


bie; = 0. 

Valoribus ex casu praecedenti per 2}, b}, 2}, 5} distinctis, harum- 
aequationum radices per b}, indicatis, statim habebitur, 
prioribus factorum loco adhıbitis: 

= + et 
c,b!-+ c,b; c,b! + c,b} 
exque his, valorıbus ın loco b’.... introductis, permutatisque 


habebuntur Ö, et b,, quorum valores utut prolixiores transcribere haud 

lubet; b, vero ex quacunde aequationum postmodum computabitur, 
Ad finem observare liceat, adhuc darı modum ad coäfficientes ae- 

guationis RB) perveniendi, eumgue magis directum, nıhilo tamen minus 


| 
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satis laboriosum. Sı enım seriem sub formam 


—qa,X 


exhibere velis, ex evolutione parlıs ejusque comparatione cum Si- 
nistra, statim habebitur 

=na+tne-- etc. 

i. e. omnino eaedem aequaliones «@), ac quae ab initio nobis oborieban- 
tur. Sı vero jam loco partıs dextrae illius summam algebraicam, quıe es! 
fractio rationalıs, per 

tb, 
designanda, acceperis, alıus operandı modus patebit. Sub hac enim fra- 
ctionis forma series proposita ©,+0,%-+.... directe exhiberi potest, Si 
haec ın unitate bis dıvidatur, residuumgque in illa ete., tolumaue opus ad 
fractionum continuarum modum absolvatur. Cujus vero rei, cum et no- 
tissima sit et satis laboriosa (praeter in casubus specialibus), ulteriore 
expositione ın praesenti supersedere liceat. 

Quod ad aequationem D) attınet, vix quidem aliqnodl caleu- 
landı compendium admittere videtur, cum nullum fere dubium sit, quın 
universalissimae sıt formae, quandoquidem cocfhcientes illius duplo gau- 
deant quantorum arbitrariorum numero, ideoque quidvis evadere posse 
videantur. In casıbus ıgitur specialibus tantum aliquid ejusmodi est ex- 
spectandum; inter quos praecıpue est observandus is, cum series propo- 
sita alterno deficitur termino. 

0 mc, ec, efec. 

Sı hoc ın casu alternas consideremus aeguationum „/, mox patebit esse 


quae sı adtenderis, mox videbis ceteras aequationum 4, simpliciorem in- 
duere formam, quae illi ad casum generalem pertinenti similis sit. Inde 
igitur solutiones huic casui accommodatas facili negotio erues. Si enim 
r’ hue sit ıd, quod ıbı erat r, solummodo loco 
sumendum est: 
er... cum = 2r; 
vel 0,6405 cum =2r 
Sıe ex. gr. pro r’=5 statim hae permutatione habetur 
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atque 2, = indeque aequatio 

D) + bu 0, 
soluta facıllıma. 

St 
6 0 ec, 

Tum ıitidem facıllımo negotio patebit, "=2rt1 esse =0—= 
,=by...., atque pro =2r, nisi forte fuerit 
Deinde sı per 2; illud quod ad r at- 
tineaf, ut antea ın 4 4), intelligitur, statim habebitur 

Bulle 

eic., 

i. e. co@flicıientes aequationis D) pro 2r et pro !=2r+1 eaedem, 
ipsaqgue aequatıo eadem, 

Sic ex. gr. tum pro r=4, tum pro r=5 est aequatio B) 

(3 (6,067 — + — 0, 

Ex hine igitur patet, seriem nostram si alterno defecta fuerit ter- 
mıno, approxımate summarı posse solita Älgebrae facultate, i. e. solvendo 
aequationem quartum gradum haud superantem, idque accurantia, quae 
circiter ad D/fx vel D/x adscendit. Fit enim pro r=9 aequa- 
tıo 4) haec: 

+ be + = in casu prime, 
vel + + = 0 in casu Secundo. 
Ouae aperte ut aequationes quarti gradus resolvi possunt. Primus vero 
correctionis terminus est (&s—A,)D"fx, qui in casu secundo nıhilo ad- 
aeqguatur. 

Circa aequationem DB) tandem observandı sunt casus, qui ex di- 
versa radicum indole oriuntur. (uanquam enım ex modo, quo ae- 
quatio P) exoritur, cum (7 -+n,)fa loco n„fa--n,fa sumi possit, radices 
illius (@) inaequales esse debere (id, quod in eliminatione directa inter 
aequationes «) admittendum erat, ut aequatio minoris gradus proveniret) 
videatur, tamen accidere potest, tum aliquas aequationis radıcum ın- 
ter se esse aequales, tum aliquas esse ımaginarias. Jam sı aliquae ae- 


cuales fuerint, ex. gr. valor spsius infinitus generatim prodibit; 


TER pro radıce vero aequali (@) aequatıonıs Bu=o 


est cum idem de Pe nonnisi in casibus specialibus asserere 


erat sellıcet = 
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lıceat. Exhinc ıgitur patet, formam admissam summae huie casuıi 
haud adaequari; attamen, si paululum ımmutatur, huic etiam accomo- 
dari potest. Si scilicet fuert =4@,....=a, loco partis 
ine 
sumendum est: 
+ 

Sit enim ex. gr. @,=a,. Ponatur vero, priusquam aequales de- 
venerint, 9, =a—o itemque = Pa, 
eritque pars ipsius a dubia 

pP db(a—o) db(a-+ 0) 


Juoniam seu (2 —u)—w* factor est 1psıus 


x, ponı potest 
= 
ındeque iniertur 
dba = (2 —a)’dBa+ (a —a)2ba—wdBa, 

ıdeoque 
sımilitergque 

dEfa—uo) = — 
his igitur introductis, habebıtur 

1 


P= 54 


seu 
Ba.dpa—ga.dBa-t 


id, guod in casu radıcum aequalium, seu cum @=0 fuerit, fit: 
Ba.dga—ga.dBa 
(Ba)* 
Erat vero Da=Pa.f(x-- 0), ideoque 
dpa = 


ındeque 


Ba.dPa—Pa.dB P 


quae ıgıtur quantitas in a loco hujus 
est ıintroducenda. 
Sit ex. gr. 
s—=c,fc+cdfx + fx —2c)D’fx + 3(e,—2c,)D’fx 
+(9e, + etc. 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 4. Hit. 
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sumaturque "=3, quo per aequationes -f) obtinebitur: 

e. aequatio BD) ert Ba= — 3% +2, cui radices sunt 1, —2, 1; 
est scalieet Ba= (a — 1)’(«—2). Inde igitur obtinetur 


un Pa= tee +r,—3e, 
atque dPa= 20,0 -+c, dBa = 3(@#°—1), tandemque 
dba 3(e?—1) 
quı quidem pro —2 reddit 


—2%cı 


at pro n=x. Est vero Ba=a+2, ideoque 
B=3, dd 


n == 


Indeque 
P\ _ 80, -+2e,—e;, Pı _ 
Ideoque 


accurata ad D’/x. 

Similem in modum procedi poterit, sı pluria radıcum aequalium 
parıa adfuerint, vel etiam numerus aequalium major fuerit; cujus vero 
expositionem, ne justo prolixiores evadamus, in praesenti omittere lıceat; 
enm cmidem numerum mutando interdum nodus eludı possit. Id sal- 
tem monuisse juvat, ejusmodi in casibus numquam tot termınos seriei $ 
per formam «, non nisi ex partibus hujusmodi nf(x-+«) compositam, 
quot, si derivata etiam admittantur, haud repraesentari posse. 

Sic ex. gr. seriei 

s—= + eD/fxc +...» 


a 


terminus primus per z°-—; repraesentari potest, errore jam ad sequen- 


tem exstante; ex principiis vero nuper allatıs obtinetur 


fa — Fax —Ve _dfx 


tumque omnes termini usque ad D’/x vel D’fx accurate exhibentur. 
Quod ad imaginarias ipsius D) radices attinet, nulla specialis 
inde exoritur dificultas, sed tota quaestio ad vulgarem: f(@+’y) sub 


| 
| | 
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formam X-H-iY exhibere, redit; id, quod pro functione / bene nota sem- 
per eflici posse constat. Si enim ita obtinetur fe + +i.'f}, 
atque 2—=n°--in‘, statim habebitur | 

+ in‘) + ib) + —in‘)f(a— 1b) 
Neque vero radices imaginariae aequales magis ofliciunt;, data enim ex- 
plicatione ipsius inde etiam D’f(«+7y) explicandi artem sem- 
per elicere possumus. Bxempla alıqua ad finem proponere est anımus. 


C) Valores tandem quantorum (2) ex ipsorum juxta aequatio- 


Pa 
dBa 
diffieultas nuper pertractata offecerit, quae quidem arte modo tradita pel- 
lenda est. Si vero surda vel eliam ımagınarıa adfuerint quanta, certe 


nem (() (seu — si rationalia fuerint, facile computantur, ni 


aliquid levaminis adferatur, si loco functionis fractae ze alıa, ıstı ın 


casu aequivalens, integra substituatur. 
Hoc vero ıta fit. Ponatur 


eritque 
Pa = Ha.dBa-Da.Ka, 


vel breviter 


radice subintellecta. Omnis igitur rei cardo in eo vertitur, ut aequatio 
functionalis forrmae P= AH -+-BK, ubı 4, PB, P sunt functiones integrae 
datae, /] vero et Ä quaesitae, rite solvatur. Hoc vero eflici potest vel 
coöfhicientium indeterminatarum ope, vel magis directe modo isti simile, 
quo in aequatione primi gradus per numeros integros resolvenda utamur. 


Divisione scılicet continua eflicitur — Indeque calculi no- 


Ar 
tissımi ope eliciuntur A et & tales, ut Ah—bi=1 (seu const.) sit. Quo 
facto statim habetur: 
H=B.J+4P ee K=K4P—AJ, 

sı quidem J fuerit functio integra qualiscungue, quae tamen commodi- 
tatıs causa ıta determinatur, ut F/ et X gradus quam infimi hant. 

His jam felicıter dissertatis, methodi nostriı usum paucis indi- 
casse sufhciet. Primum vero observandum est, seriem quamcungue hu- 
jus formae 


42 * 


| 
dBa "dBa’ 

| 
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earundem Bee ope summarıi posse, ac haec: 
= ec, 
1. co@fhicientium seriei datae (seriei geometrice progredientis) 
ad interim seponi posse. Universim enim, ponendo c,„c” loco c„, b,e" 
loco 2,, atque ex loco z, ideoque ea, loco «,„, series s, in s, migrat; 
nihilotamen minus aequationes £) pro (5) definiendis, itemque 3) pro 
(@), atque C) pro 2, eaedem remanebunt. Fit nempe 
et(b, va 
sicque ın reliquis. Summata igitur serie 
ss nf te) Sc +0) 

eadem opera obtinebitur: 

= etc. 

Jam igitur nostrae summationis ambitu approximationem Gaussinam com- 
prehendi patet. Fit scilicet ex principiis jam expositis, cum 


sit, hoc in casu: 


sub forma 


vel, sı mavis: 
3 


indeque ex, gr. pro r=2, aequatio B) 


und a= 
ıdeoque 


Priusguam vero ulterius hos speciales nostrae 
casus proposuisse juvat. Ex regulis scilicet antea tradıtis obtinetur: 


D s= + = 
#) pro rel: .. 
exsistente 
unde 


a 
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por=3: 
(cum errore »;D"/x), si 
be tb, =0 
atque bo co (br co tbocr)e+b;co +b; 
3b, 
d,, Ö,, ut ad docuimus, determinatis. 


DD) = + + ....; erit 
) = + + + % 


sı radices sunt aequationis 
(su atque 


bo + co b; 
+ 2b, 


ID = cdfx ce,dfx-+ c,D’fe+....; erit 


vel 


siquidem fuerint +«,, radices aequationis 
4 2 
B) + — 0,0, = 0, 
atque boc;@®—+boc; 
2b, 


b 


0) 


ubı nn 


i. e. coeflicientes suae aequationis Indicat vero x, errorem ordinis 
cujus primus est terminus (c,—4,)D”fx 

His praemissis ad integrationem simplicem redire licet. Ex tor- 
mis II) @) et 5) igitur obtinetur 


vel = + Dfa 


Quae quidem formulae ad integrationem inter limites @—e et 
a-t-e instituendum aptissimae mihi videntur. 


£ 
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Latissimus vero patet formularum nostrarum usum ad integra- 
tionem repetitam instituendum. Si enim aequationem 


Ja+x).(dx) = (dx) (Ja+xdfa +x"D’fa-+....) 


vicıbus integraverimus, obtinebitur 


Sazyfta +.) = (fa a-r r + +2) 


si fuerit 7, co@fhicıens (termini in potentia 2") at- 


que 7 =1.2.3....r. Hac ıgıtur ın serie sunt ,=1, = 


r+1’ 


tc. geometrica scilicet exclusa. Erit ıgitur aequatio D), si secundi gra- 


dus accivıtur, haec 
be tb, = 0, 


5 
Fi 


op" 
— . veletiiam  =ı, co = 


seu 


sen, rednctione ınstituta: 


4a 


Q 
— 


Ex aequalıone vero Ü) est 


Hıs igitur valorıbus substitutis, erit 


= 


) 
Pars vero istius seriei 


12 


?Dfa+.... 


A; 


| 
| 
| | 
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breviter exprimitur, Hoc vero ad integrationem inter limites + x et 
— x accomodari potest. Potest vero de repetita integrationis acquatione 
auxiliarıia D) hujusque radıcum indole atque limitibus simile quid eo- 
demque fere modo, ac quo nuper celeberrimus Jacobi de simplicis ele- 
gantissime docuit, demonstrari. Id quod brevitatis causa in praesenti 
omittimus. Hujus vero rei ope functiones integrales, quae magis magis- 
que transcendunt, approximate exhiberi possunt. Ex. gr. 


etc. 


vel hujusmodi: 
o 1 
Je 


quae quidem 
| 10 1 2 
evadıt. Ex quo illius usum latissime patere constat. Negue vero minus 
innumeris aliis questionibus accomodari potest. Omnia recensere quis 
valet? Nonnulla ıgitur attulisse suficiat. Ingeniosissimam summatıonis 
ope integrandi formam exhibuit celeberrimus Legendre (Zxere. du calc, 
integr. I. 311.), quam ponendo 


dfx 


breviter ıta recapituları lıcet: 
x 
No 


exsistentibus =n,0, %,=n,®. Nostris vero ex regulis per varıas 


formulas constructas quam proxime repraesentari notest, Est enim, vei 


Iı = (da fx — 755 D’fe 
vel = — D’dfc + 
ideoque juxta formas modo propositas: 
(75) 


1) Fx — 


cum correctione ordinis @’D’fx; 
Correctionesque respective sunt ordinis 
1) «D’fx, 2) *D’fx, 3) #D’fx, 


| 
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quae quidem pro [dx /x ulterius minuuniur in ratione #°:1; quo ipso 
ex. gr. formula 3) hoc integrale reddit cum errore ordinis «D’fx, qui 
quidem, cum » arbitrarıum sit, nullo fere negotio quantumvis minnitur. 
Id tamen interdum usuı harum formularum oflicere potest, quod imagi- 
narıas compreliendant quantitates; quastamen, sı /x, vel saltem dx, ex 
elementaribus composita fuerit funclionibus, secundum calculı imaginarii 
notissimas regulas exterminaveris. Sic ex. gr. sı desideraverimus [dxLSx, 
mox habetur d/x=Z"x (i.e. = cotangx), atque 


\ 7 a’ lb? 
ed — 


si breviter tangentem hyperbolieum —— seu Per designave- 


rımus. Erit ıgitur juxta formulam 3): 


Je dxLSx const LS(n +30) + 


‚(151 / 343, ) 
14 (1° x) (Tov'3})2 

quae formula calculı trıgonometrici ope sı mavıs sımplıficata, hanc fun- 


ctionem transcendentem usgjne ad errorem ordinis @ accurate suppeditat *), 
idem alıbı (p. 328.) aliam haud minus memoratu digsnam exhi- 


seriem 
w* 


——Mfx.... 
juae nostris accommodata, vel 


ve! 
— — D D’dfx + 


scribenda est, per 


/ b 
vel per 
D’fe+.... 
exhibenda. 


Radicem 


Vs (7 9.49 


accurate ad locum 3I”W" dJecimalem, singularis nobis suppeditat formula, 


4 
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Imagıinaria igitur hic etiam adsunt, quae quidem ın problemate 
ıllo ballistico eliminari possunt. 
Errores (e) eodem modo quam proxime exhiberi possunt. Cum 
enim sit 
sı posuerimus 


mar (m+2r)m 


= 


atque 


iterum habebıimus seriem 


ponendam. Sic ex. gr. obtinetur: 
Alıo modo idem fit, hoc saltem in casu, per formulam celeberrimi 
Jacobı (tom.I. pag. 307.): 


sub formam 


1 
= 

quae quidem ut integratio repetita per id, qucd antea docuimus, sum- 
mari potest. Series seneratim igitur sub 
formam + poni potest. 

Ilaecque hactenus ındıcasse suflciat. Onali incremento exhinc 

elıminandi ars augeri possit, docere, separatam merer: trac!ationem no- 
bis videtur. 


Grelle’s Juonraal d. V. Bd. 4. Hft. 43 
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28. 


Mathematische Bruchstücke aus Herrn N. H. Abel’s 
Briefen *). 


I. 
Won eine Gleichung des fünften Grades, deren Coefficienten ratıo- 
nale Zahlen sind, algebraisch auflösbar ist, so kann man den Wur- 
zeln geben: 


Die Gröfsen ce, b, e, m, n, K, K', K'', K‘' sind rationale Zahlen. 
Auf diese Weise läfst sich aber die Gleichung -+ax-+b =0 
nicht auflösen, so lange @ und 5 beliebige Gröfsen sind. 
Ich habe ähnliche Lehrsätze für Gleichungen vom ten, 1lten, 
13ten etc. Grade. 
Freyberg (im Erzgebirge), den 14. März 1826. 


Il. 

Eine allgemeine Eigenschaft derjenigen Functionen, deren Difie- 
renzial algebraisch ist, besteht darin, dafs die Summe einer beliebi- 
sen Anzahl Functionen durch einn bestimmte Anzahl der nemlichen 
Functionen ausgedrückt werden kann. Nemlich: 

X, sind beliebige Größsen, 2,, 2, 2, alge- 


braische Funciionen dieser Gröfsen und v ist eine algebraisch -logarıth- 


*) Der Herausgeber glaubt, dafs auch diese Bruchstücke aus den Arbeiten des leider der Wis- 


senschaft viel zu früh durch den Tod entrissenen Hrn. Abel nicht verloren gehen dürfen, 


3 
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mische Function derselben; r ist eine bestimmte, von « unabhängige 
; Zahl. Ist z.B. ® eine algebraische Function, so ist 2—=1, wie bekannt, 
aus Legendre’s 7A. etc. 
ee Wenn aber die Function nicht elliptisch ist, so kennt man bis 
jetzt keine Eigenschaften derselben. Als einen der merkwürdigsten Fälle 


will ich folgenden hinschreiben: 
Wenn man die Function 


f 
durch ®(x) bezeichnet, so ist 

1. + Pa) + Pa) = 


WO %, %, %, drei willkürliche veränderliche Gröfsen, € eine Constante 
und Y,, Y. die zwei Wurzeln der Gleichung 


2c,—a, 
} sind. Die Gröfsen c, c,, c, sind durch die drei linearen Gleichungen: 
+0,23 +23 = +9,25 
bestimmt. Durch die Gleichung 1. ist die ganze Theorie der Function 

®(x) gegeben, weil die Eigenschaft welche sie ausdrückt, wie man be- 

weisen kann, diese Function völlıg bestimmt. 
Paris, den 9. August 1826. 


IM. 
Wenn man eine Curve ZMBN (Taf. IV. Fig. 1.) beschreibt, deren 


Gleichung 


z = y(cos2Q), 
z = AM, = ZMHAB, 
so ıst der Bogen AM durch folgenden Ausdruck gegeben: 


0x 
= 


und hängt also von den elliptischen Functionen ab. 
Nun habe ich gefunden, dafs man immer die Peripherie MBNV 


geometrisch (d.h. vermittelst des Lineals und des Zirkels) in » gleiche 
Theile theilen kann, wenn z eine Primzahl von der Form 2” -+-1 ist, 


43* 


( _ | 
| 
& 
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oder wenn 
wo 2"+1, 2” etc. Primzahlen sind. 

Wie Sıe sehen, ıst dieses Theorem ganz dasselbe, wie das Gau- 
[sısche für den Kreis. Man kann auf die Weise die obise krumme 
Linie z.E. in 2, 3, 5, 17 etc. gleiche Theile theilen. Meine Theorie der 
Gleichungen, verbunden mit der Theorie des nombres, hat mich auf die- 
ses Theorem geführt. Ich habe Grund zu glauben, dafs Gaufs auch 
darauf gekommen ıst. 


Paris, den 4 December 1826. 


IV. 
Dagegen habe ich die Summe folgender Reihe gefunden: 
+ u 1--a° 
(a und ® sind willkürliche reelle Gröfsen) und dergleichen. Sıe lafst 
sıch durch elliptische Functionen ausdrücken. 
Christiania, den 15. November 1827, 


Je prepare dans ce moment un tlicorcme sur les fonctions ellipti- 
ques, ou jaı considere la theorie de ces fonctions sous un point de vue 
tres general. Ce memoire sera divise en deux parties. La premicre 
contiendra la solution de ce problöme general: 

„Trouver toutes les relations possibles entre un nombre quelcon- 
que de fonctions elliptiques qui pourront s’exprimer par une &quation 
de la forme: 

1. AN, @)+ AI, +....+ 

—= DB logv + + ....+ P.logv,; 
briques quelconques d’un certain nombre de varıables independantes. 
Ik, .... Il, designent des fonctions elliptiques quelconques, c’est ä 


dire des ıintcgrales de la forme: 
(y) = / P..0Y 


ou P, est une fonction quelconque rationnelle de y. 
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Je parviens d’abord a ce tlıcoreme general: 
Theoröme 1. Sı une &quation telle in (1.) a lieu, une quel- 
conque des fonctions II, (&,), IL, (&,), » » . IL,(&,), p ex. sera ex- 
primable par des fonctions algebriques et logarıtımiques, et on doit nd- 


cessairement avoir: 
0x 


ou @ est une constante, v different de x, et y une fonction ii 
nelle de x.” 

Une relation quelconque entre plusieurs fonctions elliptiques en- 
traine ainsi ndcessairement une relation entre deux fonctions de la pre- 
miere espece. En vertu de ce thöoreme la solution du probl&öme gene- 
ral pourra &ire principalement reduite A celle de satisfaire de la ma- 
nıcre Ja plus generale lequation (2... Jai obtenu la solution complete 
de ce problöme. Jai trouve pour resultat qu’on pourra satisfaire a 


d’une ınfınıt@ de manicres. sera une fonction des coöficiens Rus 
et entre ceux-ci il doit y avoir une seule rela- 
tıon, mais qui pourra ätre varide d’une infinii& de manicres. 

Voicı quelques uns des resultats les plus remarquables. 

2. Soit pour abreger: 

Cela pos&, si l’equation 
ey 0x 

a lieu, ol y est li& a x par lequation algebrique f(x, y)=0, on aura 
toujours 


ou A, sont des constantes quelconques et une expres- 


sion algebrique et logarıthmique. 


3. WL’equation (3.) ayant lieu, aura 
1 


ol Yun des parametres e’ et e est mais l’autre est determin 
par l’equation f(e‘,e)=0, ensorte que ces quantitds sont lides entre elles 
par la m&me &quation que celles yet x. r est une expression connue. 
4. Sı une des equations ($. et 5.) a lieu, l'equation ().) sera sa- 
tisfaite egalement, en determinant convenablement le coöficient «. 


- 
23 . 
a 
24 
4 
x 
| 


340 28. Mathematische Bruchstücke aus Hrn. Abei*s Briefen. 


5. 1 est impossible de reduire des fonctions de la forme 


aux fonctions de la premicre espece, except@ pour quelques valeurs par- 

ticulieres des coefliciens de la fonction A. 


6. Il est impossible de r@duire une fonction de la forme 


0x 1 
z—e'YR 
aux fonctions de la premiere et de la seconde esp&ce, except& pour des 


valeurs particulieres du paramötre e. Ces valeurs de e sont determindes 
par pP —g°.R=(r—e)”, ou m est entier. 


Sıl’equation est satisfaite par l’equation algebrique 
/(y,2)==0, elle sera dans tous les cas rösoluble algebrigquement, 


en sorte qu’on en pourra tirer la valeur de l’une des quantites x et y en 
"autre Yaide de radicauxr. En supposant fonction rationnelle de y, 
en sorie que on aura, si cette @quation est de degre impair: 


== lonct. ration. (z, (mV R)); 
00 Pas 9m sont des fonctions entieres de z, telles que 


ctant des constantes. Le produit des exposans 7,, 
est egal au degre de l’equation P(y)=r. 


ap: la seconde partie il sera question des fonctions elliptiques de 
Pox 
lunıte. Tous les resultats auxquels je parviens dans cette seconde par- 
tie, ei qui ne sont contenus implicitement dans ceux de la premiere par- 
te, sont tires de Ja consideration de la fonction inverse de la premiere 
espece. Je designe cette fonction par Ar, ensorte que 

Cette ioncetion A simplilie beaucoup toute la theorie des fonctions 
elliptiques. Elle a des proprictes tres remarquables, et quı ont une ana- 
wie parfaite avec celles des fonctions circulaires, mais leur nombre est 
sncore plus grand. Voilä amelques-unes des plus remarquables. Nous 


ou lon suppose ce reel et moindre que 


= 


terons pour abrezer 


| 

| 
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ı 
b=y(1—c?). 

1. La fonction Ax est une fonction periodique de x. Cette pro- 
priete est la m&me que celle de sinz. La fonction A(zy'— 1) est ega- 
lement une fonction periodique de x. 

2. L’equation Ar=0 a une infinite de racines reelles et ıma- 
ginaires, savoir m et n ctant des nombres entiers 
quelconques. Lies racines de l’equation plus generale Ar = Az sont 

3. La fonction Ar pourra &tre decompos& en un nombre infinı 
de facteurs et de fractions ex. 


1 +» — 1,” 
x 
1 +n — 1)” 
x--mo-- (n--3)0i 


4. Les proprictes de la fonction Ar sont intimdment lıces avec 
lequation ou p et g sont des fonctions en- 
tieres de y. En effet si designe par Ad,, les raci- 
nes de cette @quation, on aura, en supposant variables quelqgues-unes de 


ces racines, const. = x(+I, +4, +9, 
en determinant convenablement les signes des quantites Day 
3. On pourra exprimer A(9,-+9,+....5,) en fonction rationnelle 
de Ad, Ad, Al Ad), A(c,Ad,) quelles que soient 
7. Sl lon veut que deux fonctions ou et 


ce‘ sont moindres que l’unite, ainsı que z et y, peuvent reduites in- 
definiment l’une ä l’autre, ıl faut qu’on ait cette relation entre les fonc- 


tions completes 


ou m et n sont des nombres entiers quelconques, et ’=y(1—ec”). Si 
cette Equation est salıslaite, on pourra toujours exprimer y algebrigne- 


ment et möme ratıonnellement 
en x, de sorte que 


ol @ est une constante dont la valeur depend de celle du module c. 


+ 
| | 
| 
i 
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7. Sı Von suppose r@ductibles Vautre deux fonctions de la 


premiere espece € est moindr l’unıte 
Pe Ko, a)? e que Junite et c 
rcel ou ımagınaıre, toutes les valeurs de ce’, propres & satisfaire a cette 
condition, seront donn&es par les deux formules: 

et v etant des nombres rationnels 
quelconques. 


Il est remarquer que sı Ion fait v=1, on aura: 


Ces formules donneront donc le module rc et son complement 5 en fonc- 


tions de I=—m. 


Je passe sous sılence un grand nombre d’autres propricids, tant des 
fonctions de la premiere espece, que de celle de la seconde et de la troi- 
sitme esptce, 

Theoremes sur les &quations. 

A. Soient %,, . x, des quantitäs inconnues quelcongues, 
et une fonction entiere de ces quantites du degre m, 
etant un nombre premier quelconque: si suppose entre X, 
les  equations suivantes: 

on en pourra gencralement Eliminer 2 —1 quantitds, et une quelcongue 
x sera determinde a Taide d'une equation du degre m”. Il est clair 
que le premier membre de cette &equation sera divisible par la fonction 


qui est du degre On aura donc une &quation en 
x du degre m’— mm. 


n 


Cela pose je dis que ceite sera döcomposable en 
n 


equations, chacune du degre 7, et dont les coeficiens seront determinds 


ä Vaide d’une equation du degre ———. En supposant connues les ra- 


cines de cette &quation, les equations du degre m seront r£solubles al- 
gcbriquement. 


ER 
2 
< 
- 
== 
| 
| 
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28, 


Par ex. si l’on suppose 7—=2, m==3, on aura une dquation en r 
du degree 3? —3=6. Cette &quation du sixicme degr& sera rdsoluble 
algebriguement, car en vertu du theoreme, on pourra la decomposer en 
trois &quations du second degre. Pareillement sı Yon cherche les valeurs 
inegales de x,, X, propres ä satisfaire aux &quations: 

on aura, pour determiner X%,, X,, une Equation du sixicme degre, mais 
elle sera decomposable en deux &quations du troisictme degrö, les coöfh- 
ciens de ces equations &tant determinds par une @quation du second desr&, 

D. Si trois racines d’une &equation quelconque irr&eductible, dont 
le degr&e est un nombre premier, sont lices entre elles de sorte que 
l’une de ces racines peut &tre exprimde rationnellement par les deux 
autres, l’equation en question sera toujours r&soluble a laide de ra- 


dıcaux. 
C. Si deux racines d’une £quation irr@ductible, dont le degr& est 


un nombre premier, ont entre elles un rapport tel qu’on pent exprimer 
une des deux racines rationnellement par l’autre, cette &quation sera tou- 


jours resoluble ä laide de radıcaux. 
Christiania, le 18. Octobre 1828. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. .4. Hilft. 
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29. 


Exercitatio algebraica circa discerpliionem singularem 


fracionum, quae plures variabiles involvunt, 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof, math, ord. Regiom. ) 


1. 


Proposita expressione 
1 1 


evolvamus alterum factorem 


1 
ax 

ad dignitates negativas ipsius y. Quem evolutionis modum ordine, quo 
in singulis fractionibus elementa x, y exhibuimus indicare placet. In 
producto assignato ipsorum quidem a, 5’ nonnisi negativae dignitates 
ipsorum b, a’, f, nonnisi positivae occurrunt; elementorum x, y au- 
tem et positivae et negativae dignitates in infinitum inveniuntur. Ne- 
que tamen, uli facile constat, in ullo termino utriusque simul elementi 
x, y dignitates positivae, sed aut utriusque negalivae, aut alterius po- 
sitivae, alterius negativae erunt. Quarum porro dignitatum coöfhcien- 
tes series infinitae evadunt, ad dignitates descendentes ipsorum a, 5’ pro- 
cedentes. Distinguamus inter partem eam producti assignati, in qua 
utriusque x, Y dignitates negativae sunt, eam partem, in qua ele- 
menti x dignitates negativae, elementi y positivae, eam denique, in 
qua ipsius Yy negalivae, ipsius x positivac. Anımadverti hoc singulare, 
fractionem propositam in tres alias discerpi posse, e quarum evolutione 
partes illae tres, singulae e sıngulis proveniant. In quibus porro evolu- 
tionıbns accıdıt, ut cocfhicientes, qui in producto proposito series infini- 
tae sunt, iam finito terminorum numero constent, ideoque per ipsam illamg 
discerptionem algebraicam series illae infinıtae prodeant summatae. 


Simili modo, proposita expressione !res variabiles r, y, z involvente: 
1 1 1 
factorem primum, secundum, tertium respective ad dignitates negati- 


= 
# 
x 
« 
| 
_ 
| 
3 
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vas elementorum x, y, z evolvamus, uti rursus ipso ordine*), quo in 
singulis fractionibus elementa exhibuimus, indicatum est. Hic par- 
tes septem considerandae sunt, prout terminos colligis, in quibus auf 
omnium elementorum x, Y, z dignitates negativae, aut binorum ne- 
gativae, reliqui positivae, aut binorum positivae, relıqui negativae 
sunt. Rursus expressionem propositam in alias septem discerpere licet, 
e quarum evolutione partes ıllae septem, singulae e singulis prove- 
niunt; in quibus rursus evolutionibus coefhcientes finiti sunt, dum 
in expressione proposita series infinitae erant. Generaliter proposito 
producto e n fractionibus conflato, quarum denominatores 
lineariter e 2 varıabılibus compositae sunt, sıquidem fa- 
ctores alıos ad alius elementi dignitates negativas evol- 
vis, quo facto productum omnium elementorum et positi- 
vas et negativas dignitates in infınıtum continebit: fra- 
ctionem illam compositam in alıas discerpere licet, quae 
evolutae singulae sıngulas partes productı propositi am- 
plectuntur, in quibus eiusdem elementi dignitates aut po. 
sitivae aut negativae sunt, neque ullius et positiivae et ne- 
gativae sımul inveniuntur. Nec non coöfficientes, quiin 
producto assiıgnato series infinitae sunt, in his novis evo- 
lutioniıbus finito terminorum numero constabunt, unde si- 
mul per discerptionem ıllam omnıum ıllarum serierum in- 
finittarum summationem nanciscimur. 


Sit expressio proposita 
1 i 1 1 


u, 
in qua u—t, u—t’, etc. e variabilıbus ®©,, &,_, linea- 
riter compositae sint, designantibus ?, .. . . terminos con- 
stantes: factor primus, secundus, tertius, etc. respective ad dignitates 
descendentes ipsorum x, x,, x, etc. evolvatur. Sint porro =p,, 
0... Valores varıabilıum r, etc., qui satisfa- 
ciunt aequationibus „w=t",.... u, Quorum 
valorum expressionem algebraicam notum est communi quodam deno- 
minatore aflectam esse, quam cum quibusdam determinantem nun- 


*) In sequentibus quoque, ubi denominator fractionis sive generalius argumentum functionis 
evolvendae pluribus nominibus constat, nomen, ad cuius dignitates descendentes evulutio instituenda 
est, primum scribemus. Quod ad sequentia intelligenda bene tenendum est. 


44% 


| 
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cupamus et designemus per A. In exemplo allegato de tribus fractioni- 
bus, tres variabiles involventibus, fit e. g. 
Am al" ce — Hab’ c-a”be. 

Quaın Jeterminantenm: ın hac quaestione magnas partes agere videbimus, 
videlicet omnes illas series infinitas, quas ut co&fficientes 
product: propositi evoluti invenimus, ex evolutione digni- 
tatum negatıvyarum determinantis provenire. Maxime autem 
discerptio, de qua diximus, a valorıbus ipsorum pendet. 
Fit ee. g. pars ea, quae omnium elementorum nonnisi negativas dignita- 
tes continel, et quae prae ceteris concinnitate gaudet: 


1 1 1 1 1 
N "c—p's, "x, —p; 
Unde viıdemus e. g. in expressione dictum ın modum evo- 
Ullyeor.. Un 
iuta, cocflicientem terminı fieri 
1 


(Juam expressionem memorabile est non pendere ab electione varıabılıum, 


ad quarum dignitates negativas singulae fractiones —, — etc. evolvuntur 


Ür 


modo ne duas ex earum numero ad eiusdem variabılıs dıgnitates descen- 
dentes evolvas. Variabilibus igitur, guocunque modo placet, inter se permu- 
tatis, quod 2.3....72 modis fieri posse constat, varıae illae series infinitae, 


quas pro variis evolvendi modis ut coöflicientes termini ——— invenis, 


ex eiusdem expressionis —- evolutione proveniunt, prout secundum aliud 


nomen ipsius A, quod et ıpsum 2.3....72 nominıbus constare notum est, 
evolutionem instituıs. 

Fractiones reliquae, e quarum evolutione partes prodeunt, quae 
unius pluriumve varıabilıum dignitates positivas, reliquarum negativas 
continent, multo prolixieres fiunt, ut infra videbimus; unde comımode alia 
adhuc forma ijis assignatur, quae ipsi ıllı, guam pro parte prıma assıgna- 
vimus, simillima fit. Namque partem, quae Ipsorum %, 
negativas, IPSOFUM %,, positivas dignıtates amplectitur, 
invenitur fieri 

1 1 1 


AN p X, —Pı 


3 
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1 1 1 


m —, earumaque dignitates respective ad dıgnı- 
siquide Pn Pn-ı 5 5 


tates descendentes ipsarum 2”, 2”), 207 evolvuntur, et digni- 
tates negativae ipsarum 2”, „... quae in producto ita 
evoluto inveniuntur, reiiciuntur. E. g. expressionis 
1 1 
axby—tb' —v 

pars, quae negativas ipsius x, positivas ipsius y dignitates continet, fit 

ab'— a'b 

—ab)y]’ 

reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, dignitatıbus 
ipsius negativis. nova repraesentatio co et ipsa commodo gau- 
det, ut coöflicientes evolutionis habeat finitos. 


Sed generaliores adhuc formulas adstruere licet. Btenim ın ex- 


(u—t) (u, (Un — 2)) 7 n s 


numeris &,_, positivi tantum valores inde a O0 usque ad ın- 
finiium conveniunt. Jam vero consideremus expressionem 


z 


numeris integris &, &, 5 &,_, valores omnes et positivos ei negatı- 
vos tributis a —v ad +». Quam natet prodire ex evoluto producto 


Quod ipsis —, ——, „ etc. earumque dignilatibus respective ad dignitates 


ni’ 
1 1 1 
descendentes ipsarum „ etc. evoluüis, invenitur productum ae- 
I 2 


quale expressioni 


1 1 )( 1 ) 1 


ipsis etc. earumgque dignitatibus respective ad dignitates de- 
I 

scendentes ipsarum 7, "etc. evolutis, Quam aequationem etiam hune 


in modum repraesentare lıcet: 


BE 
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2x 1) n-ı 
’ 


designantibus &, &,, etc. ß, ß,, etc. numeros omnes et positivos et nega- 


tivos a — ad +, E quo theoremate videmus, coöficientem ter- 
1 


ıtı 


mini in expressione 


aequalem fore co&ficienti termini 2,9 "" in expressione 


Pro duobus elementis e. g., co@fhicientem termini or in expressione 
1 
(a x 
invenitur aequalem esse co@flicienti termini £”?’* in expressione 
— 
(a b’—a' 
Unde facile derivatur theorema, posito fore 
1 
nec non relatıo integralia definita: 
designante Ilx productum 1.2,3....x. Quae ab Eulero olim inventa sunt. 


At theorematis, de quibus in hac commentatione agimus et quo- 
rum modo mentionem injecimus, latissımam conciliare licet extensionem. 
Ponamus enim, u—t, uu—t’, etc. jam series esse quaslibet, sive finitas 
sive infinitas, ad dignitates integras positivas elementorum x, x,, ete. 
procedentes, quarum serierum /, £’, etc. sınt termini constantes. Sint 
porro in seriebus illis w,, etc. termini, qui primas ipsorum x, 


%,, etc. dignitates continent, respective ax, b’w,, c’’x,, etc., ac pona- 
1 1 
u, u,— 
spective ad dignitates descendentes terminorum ax, b’x,, x,, etc. Vo- 
cemus porro A determinantem differentialium partialium sequentium: 


mus, utı in casu lineari, fractiones 7m, etc. evolvi re- 


a, 
— 
Ap Pi 
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ou ou ou ou 
02’ 9,’ om.’ 
du, Our du, Ou, 
82,’ 
3 ) Oln-ı 


’ dx, 0x, 


Erit e. g. pro trıbus functionibus u, u,, z,, etc., tribusque variabilibus 


Y; 


ou du, ‚en ou ou, On, Ou, ou, Cu Bu, 
Ou, eu Ou, 


quam palet expressionem casu, quo 4, sunt expressiones lineares, 
in expressionem ipsius A supra exhibitam redire. Quibus positis dico, 
tionibus weh wel, producti 
A 
dictum in modum evoluti, partem eam, quae omnium sımul elemento- 
rum x, dignitates negativas neque ullius positivas contlinet, ut 


supra in casu multo simpliciore, fieri 
1 


Nec non esse, quod magis generale est theorema, 
1 io 1 1 1 1 1 


t— \u, — 


1 ) 


1 1 . . . 
ipsis etc. earumgque dignitatibus respective ad dignitates descendentes 
I 


ipsarum 2’, etc. evolutis. E quo theoremate memorabili fuunt formulae 
maxime generales pro radıcıbus aequationum inter numerum «uemlibet 
variabilıum, adeoque radıcum dignitatibus et productis in seriem evol- 
vendis. (Quippe quibus ad dignitates ipsarum 2, etc. ordınaltis, e 
theoremate proposito siaım terminum generalem earum serierum eruis. 
Patet enim e dicto theoremate, in evolvenda expressione 


coefhicıientem termını 


£ 
4, 
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eundem esse atque coefhicientem termini 


u, 
dietum in modum evoluta, quem cocficientem per regulas notas, quae 
pro evolvendis dignitatibus polynomii circumferuntur, statim eruis. Quae 
hoc loco breviter innuisse sufliciat. Ipsam iam quaestionem nostram 


1 


In expressione 


aggredıamur. 


Ordimur a casu simplicissimo duarum variabilium, in quo adeo 


initio terminos constantes =0 ponemus. Fit 
ab’—a’b 1 a’ 1 


1 ab’ —a'b 

Aequatione 1) ad dignitates descendentes ipsarum &, 5‘ evolutis, 
videmus partes tres, in quas fractionem proposiiam 

ab’ —a’b 

discerpimus, et quas per Z, Z,, Z, desisnemus, prımam L utriusque ele- 
menti ©, y negativas, secundam Z, ipsius x negativas, ipsius y positivas, 
tertiam Z, ipsius y negatıvas, ipsius x positivas dignitates continere. 

Ponamus iam, satisfacere Y==9 aequationibus 


fit porreo: 


unde 


unde 
= 


Mutatis in aequatione 1) x, y in 2—p, y—9, quo facto ax + by, a'c+b'y 
in ax -by—t, a'x--b’y—t’ abeunt, obtines 


Theorema i, 


posıto 
ab!’'— ab!’ — a’b 
ab'— a'b b 
‚= 


Tab by—t’ 


> 
A 
a 1 1 1 


. 
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ab’—a’'b a’ 


fieri 
a 
2) =L 

Aequatione ?) ad dignitates descendentes elementorum «, b’ evo- 
luta, videmus, ZL, Z,, L, esse partes illas tres, quae aut utriusque x, Y 
negativas, aut alterius negatıvas, alterius positivas dignitates continent, 
Simul autem ıpso adspectu patet, in evolutione ipsorum /, L, , L, dignitates 
variabilium x, y coöfhicientes finitos habere, dum in evolutione expressionis 


propositae series infinitae sunt. 


3. 
Jam videbimus, de producto e tribus factorıibus, tres variabiles 


ınvolventibus 
1 


similia inveniri. Eo enim ad dignitates descendentes ıpsorum a, b/, 
evoluto, in evolutione dignitates variabilium x, Y, z et positivae et ne- 
gativae inveniuntur in infinitum; neque tamen ita, ut in ullo termino 
simul omnium dignitates positivae sint. Colligamus igitur terminos, qui 
omnium x, y, z simul dignitates negativas continent, quae pars prima 
erit; terminos, qui binarum variabilium negativas, reliquae positivas 
continent, quae erunt partes tres, prout aut elementi x, aut elementi y, 
aut elementi z dignitates positivae sunt; terminos denique, qui binarum 
variabilium dignitates positivas, reliquae negativas continent, quae et 
ipsae sunt partes tres, prout aut elementi x, aut elementi y, aut elementi 
z dignitates negativae sunt. (Juae septem partes constituunt seriem, quae 
ex evolutione expressionis propositae ortum ducit. Jam rursus de ex- 
pressione illa in septem alıas discerpenda quaeramus, e quarum evolu- 
tione septem illae partes, singulae e singulis proveniant. (Qua in quae- 
stione initio, ut supra, statuems t=t=!t"=0. 
Designabimus in sequentibus per (@b‘) expressionem 
= ab'— al, 
porro per (@b’c‘) expressionem 
= alb’c") + c(a’b‘) 
(Juae errori locum non dabit notatio, cum monomen uncis inclusum alıas 
inveniri non soleat. Sit 
Crelle's Jonrnal d. M. V. Bd. 4. HR. 45 
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1) axtby+tez=u, dstby+ez=u, 


ponatur porro: 


(a 
(be)z = v”, 
(ab)y— (ca)z = au — au = 


Observo, siquidem ad dignitates elementorum a, descendentes evo- 
lutionem instituas, expressiones 


earumque dignitates ad dignitates descendentes ipsius =, 
evolvendas esse. Fit porro e formula 1) paragraphi antecedentis: 
1 bt 
1 a’ 
vw‘ v' u! ? 


His praeparatis, ad inveniendam discerptionem quaesitam proficiscimur 
ab aequatione identica: 
— + b"ax) 
(etz +eam+ cb'y), 
quae evolutione facta facıle comprobatur. Qua divisa per zyzuu’u‘, 
siquidem brevitatis causa ponitur: 


aa" — N, 

N, 

N‘, 
prodit: 

) N N’ Nr 
Fit autem e 3): | 
1 (b’ c’’) ec’ 


vw u’v u’ w 


1 (ab’) b a’ 

| 
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porro e 2): 
(b’ N — a’ b’ v + a’ w (a’ (c’ 
N = ca'u'— c' 2, 


unde 
N (a’ (c’ a’’) (a’ (e’ x c’ (c’ bla! 
yzu u yzw yzuw yuv zutw 
Prorsus eodem modo invenitur 
N! (b'!e) (a’’ b) c) (a b)y c(b’! ec) 
zzutu za vw zu x ? 
(ca’) (bc) (ca')(bc’)z + a’ (ca’) 
Unde tandem fit: 
xyz 
f c’ a’ a’' x 
yzUV yzvw 
bc) 
zxcw' zxcv w’ 
(ca’) (b.c') (ca) (be’)z 
b(be’) e(b’ c) 
(c’ a’ (c a') 
yvu yuw 
a’ b (a' 
sU 


(uam ex observatione supra facta de modo evolutionis, quo uti debe- 
mus, facile constat, esse discerptionem quaesitam expressionis propositae 
ın alias septem, quas per Z, Z,, L,,... Z, designavimus, casu, quo 
=r!=!t'. E quo eadem omnino methodo, qua supra usi sumus, sta- 
tim generaliorem eruis. Ponamus enim, =p, y=9, z=r satisfacere 
aequationibus u=t, u" =t', u''=t", mutalis x, zin 
z—r, nancisceris e ?) discerptionem expressionis 
(ab! 

Fit e. g. Z sive pars, quae nonnisi negativas variabilium x, y, z digni- 
tates continet, 


45* 


2 
4 
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(a b’ c’’) 
7) L= (ab’ — (b’ — c) 
(ab’c’’) 
(ab! 


(a (a b*) — (a’ (a’’ b) 
Ad quatuor pluresve variabiles haec extendere non lubet, cum iam pro 
trıbus tam prolixa exstiterint, Progredimur ad alia. 


4. 
E theoremate 1. $.2. fit: 
(ac ta (aba b)y—atta't 
ab!'— b 
ax tby—t 
ab'—a’b a’ 


ven (ab/— a’ b)y— at 
Porro obtinetur: 


1 b 
1 ab! 
at’ — at— (ab’— a’b)y (ab'— a 
—1 a 


at —at— (ab —ab)y'axtby—t' 
Quibus expressionibus, ut fieri debet, ad dignitates negativas Ipsius x, 
positivas ipsius Y evolutis, videmus, 
1 b 
(ab’— ax +by—t 
non nisı positivas dignitates ipsius Z’, 
1 1 
at’ — at— (uab'—a'b)y (ab’—a'b) 
et positivas et negatıvas ipsius 
1 4 
ar—at— (ab'—ab)y ax+by—t 
nonnisi negativas dignitates ipsius £’ cotinere. Unde 


ab'—a'b b 
(ab’— — bit "ac +by—t 
ab'— a’b ab!’—.a'b ; 


(ab —ad)y (ab 
rejectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius 
t‘ dignitatibus. Pars autem, quae rejicitur, negativas ipsıus £‘ dignitates 
continens, est: 


| 

- 

| 
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ab!'—a’b a 
at'— (ab'—ab)y ac +by—t' 
Prorsus similı modo Sit: 


(ab —ab)yy—a'’ + at 
ab!'—.a’b ab'—a'b 


bl —(ab—ab)x (ab —ab)y—artat’ 
reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius 
t dignitatibus. Unde iam e 1) nactı sumus, theorema curiosum, esse 


q | ab’—ab ab’— ab 


ab’ — ab!'—a'b 
bt —bt’—(ab'—ab)x 
siquidem in evolutionibus harum expressionum, negativae, quae inveniun- 
tur, ipsorum /£, £’ dignitates rejiciuntur. 


Generaliora adhuc sequenti modo eruis. Etenim serie utringue 
infinita 
Art? 


in qua numero ıntegro 2 valores omnes tribuuntur a ad +», e 


notationis nostrae ratione designata per 
1 
ipsam quidem eiusmodi expressionem non pro evanescente habebimus; 
evanescet autem, ducta in A—B. Fit enim: 


B* Br Ba Brti 
unde cum 
Br ı 


fit etiam: \ 
= 0 

Hinc sequitur, fieri etiam: 


Jam proposita expressione 


( ).( 38 + 1 
axtby—t ! t— ax—by/" 


| 
2) 
| 
3 
; 
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ht: 
= (ab)e— bit y+a'z—t‘), 


unde e 1) expressio proposita in hanc abit: 


b! 1 1 
Fit porro: 
unde rursus e 1) fit expressio proposita: 


( > (ab‘) ) ( (al) (ab) ) 
Quam etiam, uncis solutis, ita exhibere licet: 


1 1 (ab*) 
1 1 (ad*) 
(al’) (ab!) (a b*) 


(ab) a’t—(ab’)y (ab)y— at’ b't— bt’ —(ab’')x* 


E qua formula, reiectis ipsarum Z, ?’ dignitatibus negativis, fluit 
formula 2) paragraphı antecedentis. 
Formulam 3) eliam hunc in modum repraesentare licet: 
designantibus 77, 7, x, y numeros omnes et positivos et negativos a — x 
ad + x. (uam etiam proponere licet ut 


4 \ — 


Theorema ?. 


Designantibus 2, 2 numeros integros quoslibet sıive positivos sive 


negativos, in expressione 
| 1 


cocfieientem termını 7 eundem nancisceris atque coefhicientem ter- 


mini f”f” in expressione 
1 
(ab—a'b 
Adlnotare convenit, quoties sit negativus, necessarıo etiam fieri 


3 
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negalivum, et vice versa, quoties x sit positivus, necessario etiam 772 fieri 
positivum; eodemque modo, quoties 2 sit negativus, necessario etiam v 
fieri negativum, et vice versa, quoties v sit positivus, necessarıo etiam 
n fieri positivum; porro esse mn -n=u--v—2. Observo, quoties 7, 
n sint positivi, co@flicientes expressionis primae fieri series infinitas, se- 
cundae finitas; quoties 72, zn alter positivus, alter negativus, et primae 
et secundae expressionis coeflicientes fieri series fin'tas; quoties m, 
negativi, primae fieri finitas, secundae series infinitas, Unde omnıbus 
casıbus hoc theoremate sive serierum infinitarum summationem, sive 
finitarum transformationem obtines, 


Corollarıum. 


Evolvamus ipsum co£flicientem termini 


1 
(actby"t(b’ 
qui v=n-+ idem est atque coeöfhiciens ter- 


1 
. y [3 
mını (-- ) ın expressıone 


in expressione 


=) 


1 1 
amtı ( b n+ı 
Quem coefhicientem, posıto u, alque ınsuper 
ınvenımus 


Quaeramus porro coöficientem termini in 


(a b’ a’ (a a' 3 
. . 4 . . 
sive quod idem est, co@ficientem termini In expressione 


1 b 
quem, rursus posıto 
facta evolutione, invenimus 


m (n—4) m(m—1) (n— (n—k—1) 


= 
er 
% 
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Unde cum e theoremate ?2. utrique coefhicientes inter se aequales sint, 
posito 

eruimus formulam: | 

ı+ r ur 1.2. r(zP1) 1.2.89.77 "pe. = 

1.2.7,7+1) 1.2.3.7 7° 
qua in Quam olim Eulerus dedit. 


6, 


Similia de tribus variahilıbus, tribusque factoribus inveniuntur 


sequentiı modo. E formula 1) paragraphi antecedentis facile constat, fieri 
etiam: 


1 


porro 


quas formulas ut lemmata antemittamus. 
Jam e 2) paragraphı antecedentis, mutatis Z, in t—cz, t!’—c'z, 
obtines: 


1 1 \ ( 1 


(ab' + (ab!) ) 


( (ab) ) 
Ducatur haec aequatio in expressionem: 

1 1 
+ 


Fıt autem 
unde videmus, advocato lemmate 1), loco tertii factoris adıecti ın altera 
aequationis parte adhiberi posse sequentem ; 


(ab'\ (ab!) 
(a z a b’ (a’ b’ — (ab, (a b') (a’ b) U—(a’ x 


> 
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Fit porro: 
[(ab’ z— — (ab (a b)t‘], 
(ca)z—at' = 
(ab) — (ce — — — 
Unde advocato lemmate 2), videmus post mutationem tertii factoris pro 
duobus primis factoribus, adhiberi posse hos: 


(ab! 


( (ab! 


( (ab! (ab’c') 


Hinc tandem aequatio nostra in hanc abıt: 
1 1 ) 
| 


1 


( (ab’c’') + 
( (ab!c’) 

(ab — — (ca’) L( c’ a’) t—(ab’c“ 


( (ab’ c'') 


Positis, ut supra: 

z-$bytez=u, 
quibus positis, formulam 3) brevius ita exhibere licet: 


4) (ab'e + =) (-; +; — 


1 1 1 1 ) ( 1 1 

1 


siquidem adnotatur, earumque dignitates respectivas ad descen- 


1 
dentes ipsarum x, z, porro earumque dignitates ad descenden- 


tes ipsarum £, £, 2‘ dignitates evolvendas esse. 
Crelle's Jonrnal 4. M. V. Bd. 4.Hft. 46 


Fi | | | 
| 
3 
| 
| 
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Ubi in formula 4) eas tantum partes consideras, quae nonnisi po- 
sitivas dignitates ıpsarum £, continent, fit 


5) 
1 1 1 1 


HH tat 


sıquidem in hisce expressionibus, dietum in modum evolutis, reiiciuntur 
termini, qui negativas ipsarum Z, ?‘, dignitates continent. (Quae es! 
repraesentatio nova septem parlıum, in quas expressio 


discerpitur. Cuius e. g. pars ea, quae nonnisi negativas dignitates omnium 
Y, z continet, fit 


sicuti ınvenimus formula 7) 


Formulam 3) hunce ın modum repraesentare licet: 


siıqguidem in summis designatis numeris integris m, p, m valores 


trıbuuntur et positivi et negativi omnes a —x ad 4x, (uam formu- 
lam etiam proponere lıcet ut 
Theorema 9. 
Designantibus 72, 2, p numeros integros quoslibet sive positivos 
sive negativos, evoluta expressione 


.. . . 1 . . .. . . . 
coöficientem termini —— aequalem invenis eoöficienti termini 2" 


in expressione 


(ab’c 

Adnotare convenit, quoties m, n, p sint negativi, respective etiam 

negativos fore, et vice versa, quoties 2, v,r sint positivi, necessario 
etiam respective positivos fore. Porro esse mn +p 


(ab’c'') 
| 
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Omnino sımilia theoremata de numero quolibet variabilium, quae 
$. 1. propesuimus, eruuntur. 


Commodam hoc loco inserere licet observationem. Consideremus 
expressionem: 

Numerum factorum et varıabiılıum eundem esse statuimus, qui in casu 
proposito est tres; eadem autem de numero alio quolibet valebunt. Sta- 
tuamus porro, 7, 2, p esse integros positivos. Posito IIr =1.2.3....x, 
constat per regulas notas evolntionis polynomil, expressione illa evoluta, 
fore coöficientem termini 2 


siquidem numeris integris positivis @, @', B, valo- 


aa 


res iribuuntur omnes, quı satisfaciunt aequationibus: 
positis, evoluta expressione 
nanciscimur ut coöflicientem termini expressionem 


Qua cum priore comparata, invenitur, coificientes illos omnino 
inter se convenire, nisi quod loco Ilrn11z1Ip in altero inveniatur IlxIIvlIar. 
Unde videmus, utrumque coe@flcienteıa esse inter se ut IInIIp ad 
Ilv Ile. 
Ponamus iam, ipsis 77, zn, p valores gwoslibet trıbui, et evolvamus 
expressionem 
ad descendentes dignitaies ipsorum a, b/, ec‘, sive quod idem est, facto- 
rem primum, secundum, tertium respective ad descendenies dignitates 
ıpsorum Quaeramus cocficientem termini , qui, ut 
omnino ın evolutione ılla inveniatur, sint m—p, numeri 
integri sive positivi sive negativi, necesse est. Adhibebo in sequentibus 


Ps 


[zZ 


. Im 
sıgnum etiam casu, quo 772, Stunt quantlılates quaelibet, quaruım tamen 


* 


| 
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differentia est numerus integer, pro exprimendo producto IN — 2) 


71), quoties 72 est positivum, sive 


(m-+1) (m gun 
positivum est. Patet, m —u=n—v, fore etiam 


) m(m—1)(m—?2)....(m— u) Hm 
u u—2).... u—v) Un 
Jam per regulas notas nanciscimur ut coöflicientem quaesitum in evolu- 
tıone proposita expressionem: 


siquidem numeris integris positivis Y' valores 
omnes, qui satisfaciunt aequationibus: 


24 
Modo sımili, evoluta expressione 
nanciscimur ut coöficientem termini 2” expressionem 
° 
designantibus &, numeros integros positivos omnes, qui 
satisfacıunt aequationibus: 
quae omnino eaedem sunt atque aequationes ?). Unde cum ex tisdem sit 
utroque coefliciente inter se comparato, videmus alterum ad alterum 
esse ul 


Hu Ir 

Iip" 

Quaecum eodem modo se habeant de numero quolibet variabilıum, nan- 
ciscımur 


ı ad 


Theorema 4. 

Sint 72, 7, Quantitates quaelibet, 
numeri integri positivi vel negativi, porro nr +7 
expressionibus 


| 
; 
? 

2 
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in quibus supponimus eundem esse numerum factorum et varlabılıum 
t, U, ad dignitates descendentes ipsarum @, b’, SIve 
quod idem est, factoribus earum primo, secundo, tertio, etc. respective 
ad dignitates descendentes ipsarum £, .... evolutis, co@fliciens 
termini 2" 2”, in priore fit ad co@flicientem termini in 


posteriore ut 
Nv Mr 


8. 


EB theoremate 4) modo proposito, theoremata 2), 3), ubi insuper 
loco ponitur x, Y, z, In sequentia abeunt: 


ad 


Theorema ). 


‚V 


Coöfliciens termini in expressione 


1 1 
aegqualıs est ıpsı | 
Tu—1l) 1 


ducto in cocfhcientem termini y’”! expressionis 
(b’x a'y)” (a yo b 
Theorema 6. 


. 1 . . 
Coöfliciens termini ——,— in expressione 


1 1 i 
aequalis est ıpsı 
1 
Im Han" Ip lab! 
dueto in coöfhicientem termini expressionis 


+ ca)y+ [(e"a)y+ (a 'be')x 


Corollarıum. 


Designemus coefhicientem termini (2) in expressione 
1 


/ 


per P;; porro co@fhcientem termini (>) In expressione 


| 
N 
is 
| 
| 
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per ubiıin theoremate 5) ponimus m=n, 
videmus fieri 


) 


Porro posite - a =b'=1,b=a=—e, ub: supponimus «<I1, 


facıle constat, esse: 
1 


Unde e notissimis calculı integralis praeceplis: 


+ae)"t? 


1 
Ouibus substitutis ın aequationem 1), obtinemus: 


u 


(1— 2acosg + 
Quae olım ab Eulero ınventa est formula. 


- 
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30. 

Über die Relationen der Functionen, welche der Gleichung 
genugthun. 

(Von L. I, zu Berlih; ) 


In der 41, Abhandlung des 2. Bandes dieses Journals hat Herr Abel, 
indem er die Functionen bestimmte, welche der Gleichung x --Py = 
b(efy-+yfx®) genugthun, ein Verfahren angegeben, wie man in jeder 
Gleichung mit zwei unabhängig veränderlichen Gröfsen die unbekann- 
ten Functionen finden kann. Dieses Verfahren ist in der That allge- 
mein anwendbar, aber man wird zugeben, dafs es auf sehr ermüdende 
Rechnungen führen kann, wenn die gegebene Gleichung eine gröfsere 
Anzahl unbekannter Functionen enthält. Ich will in dem Folsenden 
einige Gleichungen aufstellen, welche dazu dienen können, die Lösung 
der in Rede stehenden Aufgabe in den meisten Fällen bedeutend zu er- 
leichtern. Diese Gleichungen haben mit denen, welche Ilerr Professor 
Jacobi ın seiner schönen Abhandlung über die Pfalfsche Integrations- 
Methode, ebenfalls im zweiten Bande dieses Journals mitgetheilt hat, eine 
auffallende Ähnlichkeit. 
Es sei 
= 

eine gegebene symmetrische Gleichung mit zwei unabhängig veränder- 
lichen Gröfsen x und y. Wir wollen diejenigen Relationen zwischen 
den Functionen ®,, D,,....@, und F,F,,....F, suchen, welche 
Statt finden müssen, damit diese Gleichung bestehen kann. Das nächste 
Mittel zur Lösung, welches sich darbietet, besteht darin, die Gleichung 
in 2 zweigliedrige Gleichungen zu theilen, in welchen sich die Varia- 
beln separiren lassen. Man könnte z. b. 

setzen, und aus diesen würde man durch Division 


= 

ER 

€ 
ER 
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erhalten, u Gleichungen wegen der Unabhängigkeit von x und y 
nur Statt haben können, wenn 


F,& 3 ee 


ist, wo willkürliche Constanten bedeuten. Diese 
Lösung ist aber nur eine singuläre, und da wir noch nicht wissen, aus 
wie vielen Gleichungen die vollständige Lösung besteht, und wie viele 
willkürliche Constanten dazu gehören, so bleibt uns nichts übrig als von 
dem Falle einer zweigliedrigen Gleichung 

2. Fyox=Feoy, 
deren vollständige Lösung durch 

3. 

ausgedrückt wird, zu dem Falle einer viergliedrigen fortzugehen, 


Dividirt man die viergliedrige Gleichung 
4. = Fx.9y+ Fx.0Yy 
durch #,y F,x, so kommt: 


F,='F,y ' Fr’ 
und differenturt man nun ve, x, so erhält man: 


diese Gleichung aber nach y differentiirt, giebt: 


l,x F,y’ 
F, r F, Y 
wo, der Kürze wegen, die Differential- Coöficienten —— , etc. 


durch © Er IF r etc. bezeichnet sind. Die zuletzt erhaltene Gleichung 
2 


ist aber nur zweigliedrig und hat die Form (?.); daher ist 


= 
F, 
und durch ergiebt sich 
( 


Prx 
wo wır der, durch dis Integration hinzugekommenen Constante einen 


x 
| 4 
4 
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doppelten Index geben. Setzt man für ®,x den eben gefundenen Werth, 
und für @,y den entsprechenden, nämlich e,,+c,,F,y, so verwandelt 
sich die Gleichung (4.) ın 
oder in 
wiederum eine zweigliedrige Gleichung von der Form (?.), aus welcher 


also 
0,2 — = c.F,% 


folgt. Man hat daher zur vollständigen Lösung der Gleichung (4.) das 
System der beiden Gleichungen: 


5 D,x — + 
mc, 


Dividirt man die sechsgliedrige Gleiehung 
6. 
durch A,xF,y, so kommt: 
F,y 98 ,Fır , _ Fr 9:7, 
und differentiirt man diese Gleichung nach einander nachı x und nach 
y, so ergiebt sich 
Dieses ist eine viergliedrige Gleichung von der Form (4), daher ist 


nach den Gleichungen (5.): 


— ==.C C. © — 
und wenn man integsrirt 
F,x 
F,x + F,x 


oder 
=c,,F,2r+ 
Setzt man diese Werthe für ®, und @, in die Gleichung (6.), so er- 
giebt sich: 
Ionronal V. Bd. 4. 47 


Y 
N 
4 
| 
A 
hi 
he 
Bi. 
Er 
> 
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oder 
eine zweigliedrige Gleichung, aus welcher 
90 — = 
folgt. Die vollständige Lösung der Gleichung hi, besteht also in dem 
Systeme der 3 Gleichungen 
4. 
Dividirt man die achtgliedrige Gleichung 
= F,x.dy + + Fıx:9,y 
durch #,&F,y und differentiirt das Resultat nach einander nach x un! 
nach y, so erhält man eine Me Gleichung von der Form /6.), 


und daraus die Werthe von & welche integrirt, geben: 
F PR 9 


WO die durch die letzte Integration hinzugekommenen Cor- 
stanten bedeuten. Substituirt man diese Werthe für @,, 9;, ®; ın dıe 
Gleichung (S.), so ergiebt sich die zweigliedrige Gleichung 
aus welcher 


folgt, und die vollständige Lösung der Gleichung (8.) besteht somit ın 
dem System der 4 Gleichungen: 


Ohne Gleichungen mit noch mehreren Gliedern vorzunehmen, sieht 

man jetzt deutlich, dafs die vollständige Lösung der Gleichung (1.) von 
2nGliedern in einem Systeme von rn Gleichungen, nämlich: 
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B. = + + te, 
= 


bestelien mufs; und die Vervollständigung des Beweises für die Richtig- 
keit des Gesetzes dadurch, dafs man zeigt, es müsse dasselbe für eine 
Gleichung der angegebenen Form von 2 Gliedern Statt finden, wenn es 
für eine solche Gleichung von 2(2—1) Gliedern gilt, hat keine weitere 
Schwierigkeit. 


Jede einzelne Gleichung des Systems (B.) enthält 2 von einander 


unablängige Constanten,; das ganze System aber enthält deren in allem 
(n-1-1) 
RE Die Horizontalreihen, welche von diesen Constanten gebildet 


werden, sind den von ihnen formirten Verticalreihen gleich, und die 
nur einmal vorkommenden Constanten machen daher eine Diagonal- 


reihe aus. 


Es ist fast überflüssig zu bemerken, dafs unsere Lösung auch für 
den Fall pafst, wenn die gegebene Gleichung Glieder ohne x und ohne 
y enthält, wie z. B. die Gleichung 

Denn diese Gleichung entsteht aus der Gleichung (6.), wenn man darin 
F,x—=F,y=1ı setzt, und durch dieselbe Substitution verwandeln sich 
die Gleichungen (7.) ın 


- 


I. 
Wır wollen jetzt einige Anwendungen der aufgestellten Gleichun- 
gen zeigen, 


1. Es seien zuerst die Functionen %, f, und f, zu bestimmen, 
welche der Gleichung 


10. Ya+ty) = fe 


genugthun. 


| 
47* 
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Differentiirt man diese Gleichung sowohl nach x als nach y, 80 
erhält man, die Differential- Coeficienten von %, und durch 


1? 

f! bezeichnend: 

und wenn man %‘(x-+-y) eliminirt, 

Se = he 

eine viergliedrige Gleichung von der Form (1.). Sollen nun die Gröfsen 
x und y von einander unabhängig sein, so müssen die Gleichungen (5.) 
Statt finden, und wenn man, um diese auf den gegenwärtigen Fall anzu- 
wenden, für @,, ®,, #\ und F, respective fi, und setzt, und, der 
Leichtigkeit wegen, €,, €. mit vertauscht, so hat man un- 


mittelbar: 

zwei gleichzeitige Differential- Gleichungen, welche hinreichend sind, die 
Functionen f, und /, zu bestimmen. Führt man die Integration nach 
der bekannten Methode aus, so ergiebt sich 

11. = 

fx = a[he"ı*— ke":*], 

wenn wir nämlich durch ac durch m,, — durch 


und zwei neue Uonstanten durch % und # bezeichnen. 
Setzt man, um % zu bestimmen, in (10.) y=0, so kommt 
und da aus (11.) und folgt, so ist 
12. = Ba 
2. Es seien ferner die Functionen /,, f; und % zu bestimmen, 
welche der Gleichung 


genugthun 13. 
. 


Differentiirt man und eliminirt -4-y), so erhält man 
und unsere Gleichungen (5.) geben, auf den gegenwärtigen Fall ange- 
wendet, unmittelbar: fix + 


wenn man statt Cı, C,g, €» die Buchstaben a, 5, © schreibt. Die Inte- 
ration dieser beiden gleichzeitigen Diflerentialgleichungen giebt 


4 


4 
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em 


wo eine Wurzel der Gleichung +c)ae—b=0, m, und mr, 
die Werthe des Ausdrucks @ +5 bezeichnen, die man erhält, wenn 
diese und die andere Wurzel jener Gleichung für & gesetzt werden, und 
wo h und # zwei neue Constanten bedeuten. Aus (13. u. 14.) lindet man: 


15. — (Ber + 
3. Es seien die Functionen f,, f:;»».. f, zu bestimmen, welche der 
Gleichung 
genugihun, 
Differentiirt man und eliminirt %(x--y), so kommt 
= 


Obgleich nun die Anzahl der zu findenden Functionen unbestimmt ge- 
lassen ist, so läfst sich doch vermittelst der Gleichungen (B.) ihre Form 
finden. Denn diese geben für den gegenwärtigen Pall: 


14. 


aus welchen, durch Integration, für fx die Form 


gefunden wird. 


6. 
Wenn man erstens sinz durch 9% und css — durch 


bezeichnet, so ıst 


’ 
durch 


02 
— 


a, x aber durch ®% bezeichnet, so hat man ebenfalls: 


wenn R=1 ıst. Wenn man zweitens / 


R und Pe R 


wenn nämlich ist‘). 


*) \Vegen der letztern Gleichungen karın man Herrn Abel’s vortreffliche Abhandlung ‚, Re- 
cherches sur les fonctions elliptiques” im zweiten Bande dieses Journals p. 101. nachsehen. 


| 


! 
? 
% 
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Wir wollen untersuchen, ob es aufser der erwähnten circnlai- 
ren und elliptischen Function 9% noch andere Functionen giebt, welche 
die Eigenschaft haben, dafs bei ihnen die beiden genannten Gleichungen, 
oder noch allgemeiner die Gleichungen 


zu gleicher Zeit Stait finden. 
Zu dem Ende dividiren wir beide Gleichungen durch einander; 


dann kommt: 


Fa 


und wenn wir durch bezeichnen: 
_ waty' 3 


x und &—Pß=y, und entwickelt so 


Seizt man nun = 


kommt: 
— 
oder, durch @ bezeichnend: 
Wir differentiiren diese Gleichung nun nach x und nach y; dies 
giebt: 


0) 


woraus, wenn man eliminirt, 


- veEZ2) + 22.0 (57) = 0, 


oder, wenn durch v2) dividirt und re 


zeichnet wird: 3 


durch be- 
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folgt. Differentiirt man diese Gleichung wieder nach x und nach y, 


so kommt h 
_ 0x” 02/7 
Cy OCOY 0x 


und, wenn man addırt und mit e* multiplicirt: 


Substituirt man hierin die Werthe der Differential- Coöflicienten, die sich 
Unsere Formeln (4.) geben für diese Gleichung, wenn man die 3 Con- 
stanten durch 22, 25 und 2c bezeichnet: 
20’ r— r—= 2a 

Diese beiden Differential-Gleichungen müssen übereinstimmen, 
wenn eine Function ® von der vorausgesetzten Beschaffenheit existiren 
soll. Elıminiren wir ®’x, so erhalten wir 

und statt der zuletzt genannten Gleichungen können wir also dıe beiden 
folgenden setzen: 


aus der Gleichung @« = ergeben, so hat man 


+ 
m 
von denen die letzte, wie man leicht sieht, die Differential- Gleichung 


der ersten ıst. Es stimmen also beide Gleichungen wirklich mit ein- 


.. . ÜS 
ander überein. Setzt man nun Or=z, und also Pr=,—, so giebt 


die erste Differential- Gleichung: 
1 
und folglich gehört z oder @x zu den elliptischen Functionen, von wel- 
chen die Kreisfunction nur ein besonderer Fall ist, und es giebt keine 
andere Functionen weiter, welche die genannte Eigenschaft haben. 
Am November 1828. 
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31. 
fecherches sur la figure et le mouvement d’une bulle 
d’air dans un liquide de densitd constante. 


‘Par Me. Theremin, capitaine du des voies de communications Ircoutsk en Siberie.) 


(Suite du m@moire No. 4. tom. V, cah. 1.) 


3" Partie. Figure de la bulle en mouvement. 


Le mouvement quil importe de connaitre dans le probleme qui 
nous occupe, est celui d’une bulle libre, qui s’eleve dans un liquide en 
vertu de la dıflerence de la densite. 

Il n'est pas evident sı la figure de la bulle en mourvement sera 
ou ne sera pas la möme que celle de la bulle en repos, car on sait qu’un 
corps en mouyement dans un fluide &prouve de la part de ce fluide une 
resistance egale au produit d’une constante par le carr& de la vitesse; la 
quantıtc eonstante depend de la densite du fluide, de celle du corps en 
mouvement, et en supposant que le corps en mourvement soit une sphere, 
le rayon de cette sphüre entre aussi dans l’expression de cette constante. 
Ainsı en nommant d la densit@ du fluide, D celle de l’air de la bulle, 
et x le rayon de la sphere osculatrice au point culminant, on aura pour 
expression de la resistance du fluide: 

D'r’ 
M etant une consfante donnde par lexpcrience, et v etant la vitesse du 
corps en mouvement, qui est icı la bulle. 

La resistance du fluide etant directement opposce A la direction 
du mouvement de la bulle qui est verticale, l’expression de cette resı- 
stance contre un dlöment de la surface sup£rieure doit ajoutee 
a la pression que cet elöment &prouve de la part du fluide en repos; 
donc, le&quatıon quı caracterise la surface superieure de la bulle, etant, 
comme nous l’avons trouve precedemment: 
öp 
04 
il ne s’agit que de remplacer la pression > sur un element C4, par les 
quantites dont elle se compose; nous aurons pour p, 1°. La pression du 


A—p.6°4=0, diou !on tıre = const.: 


| & 
% 
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liquide, qui est 
2°. La pression due a la resistince au mouvement, qui agit dans le mäme 


sens que la pression due ä la hauteur du fluide, et dont l’expression est: 


D r 
3°, Enfin la resistance due ä la coh&sion c, dont l’expression, comme nous 


lavons trouve precedemment, est: 


et qui agit en sens contraire aux deux premicres forces. 


L’equation fondamentale const., donnera donc: 
(sa 
4 
m tante. 

0x? 
Mais sı se rappelle ue 4= 7 - + et que pour 
Oz 
zz=aona on aura, en passant a l’cquatıon de la gc- 


neratrice plane en z et x, et remplacant par le- 


oc? 


quation suivante de la generatrice plane: 
d »? 


ll faut observer que cette &equation convient ä la bulle dans tous les 
points de son mouvement, et que pour chaque point la hauteur % varie; 
done en nommant 4 l'ordonnde verticale du mouvement, ä partir du 
fond du vase, la hauteur du liquide en un instant quelcongue sera A—h'; 
et en mettant cette quantılc au lieu de + dans Pöquation (1.), elle donne: 


Ma v* n0z 
La densite D) de lair n’est pas non plus constante et depend dvidem- 
ment de la hauteur ä laquelle la bulle se trouve dans le liguide; ainsi 
en nommant par exemple D’ la densite de lıibre, et /Z la hauteur 
du liquide qui fait Equilibre A la pression atmospherigque, on aura sui- 
vant la loı de Mariotte: 


D:D= H:H+h—h, 


3. D= 


Nous ferons plus tard usage de cette expression. 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 4. 


| 


d’ou lon tire: 


- 
n 
| 
Cs 
\ 
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M 
On peut simplihier P’&quation (2.) en posant alors 
5‘ 


l’equation (?.) donne: 


m 02° 

equation dont nous tirerons celle le la surface superieure & la bulle, sı 
nous pouvons en Climiner la quantit& v: operation A laquelle les Equa- 
tions du mouvement de la bulle sont ndcessaires. 


Sı Yon nomme & le volume de la bulle a la hauteur 4’, et #’ son 
volume dans Yair libre, on aura suivant la loı de Mariotte: 
dou lon tire: 


]) etant la densit& de de la bulle la hauteur et d celle de leeaı, 
la force qui fait monter Ja bulle dans le lIiquide sera gxa(d—P), ou 


bien, en meltant au lieu de D et « leurs valeurs (3. et 5.}: 


ea 
/ 


En faisant les reductions, et posant pour abreger: 
cH 
6. 
cette expression prend la forme plus simple 
D’un autre eöt& nous avons Trouvd la resıstance du liquide; 
N 
done comme cette resistance diminue la force qm fait monter la bulle, 
on aura, en retranchant cette expression de la valeur (7.), Vexpression de 3 
la force aceclÖratriee totale qui fait monter la bulle, et l’equation de la h 
force seid: 
„(P+n) Ma v: 
ot? Ir 
Sı nous observons que la vılesse 9 a pour expression V=77; ıl sera 
facile d’&liminer et entre cette expression, lV’equation (S.) et lequa- 
tion (+), et ıl viendra: 


| 
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Voilä l’equation generale de la generatrice plane pour un instant quel- 
conque. Observons que dans cette &quation, A’ et @, sont variables tous 
les deux; A’ comme etant l’ordonnce du mouvement et @, qui exprime 
la hauteur de la bulle, variera 1° avec la figure de la bulle, c’est A dire 
avec bi‘, et 2°, avec le volume de la bulle @, quı est aussi fonction de 
de A’; mais si nous desirons l’equation de la surface pour une hauteur 
determinde 4/, il faut poser a la fois @ = const. et A’ = const., d’ou 
ch’ =0, ce qui reduit lequation (9.) a celle ci plus simple: 


10. (kehl—z)—n (h—h'—.u) + 
d’oü Von tire aisement: 
ti. 


(h—h’— a)’— 1? 


equation diffcrentielle qui exprime la courbe cherchce, et dans laqnelle 


il ne faut prendre que le signe inferieur du radıcal. Avec ce signe, si 


054 


Pour comparer la figure de la bulle en repos avec celle de la 
hulle en moeuvement, rappellons nous que nous avons trouvd pour la 
bulle en repos: 


i2 


> ® 


Pour comparer cette Eequation avec celle (11.), il faut que les hauteurs 
du liquide, au dessus de la bulle, soient &gales dans Yune et dans lau- 
tre; done ıl faut poser A—h’=h, et lequation (11.) donne: 

13. 


n(h—2)—V (h—a)?((h—a)?—1)] (h— a)? —1° 


Mais rien n’empöche de faire dans les @quations (12.) et (13.) 2=1, et 


alors ces Equations, sı lon en tıre =, donnent: 


ez __ (k—z)—(h—a)V I(h—:)’— ((h— a)?—1)] 
(h—a)’—1 
ez _ (h—z)—(h—a)V a)?—1] 
— a)? —1 


Cela fait voır que pour des hauteurs egales de liquide, la buile en repos 
et la bulle en mouvement ont absolument la mäme forme. 

Passons ä la recherche du mouvement de la bulle. Pour cela mettons 

dans l’expression (8.) de la force acceleratrice au lieu de r sa valeur 


| 
| 
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tirce de l’equation (4.), ıl viendra: 


C'est Vexpression de la force acce&leratrice d’un point quelconque de la 
bulle. Pour avoir l’expression de cette force, relative aA un point parti- 


culier de la bulle, il faut donner a zetä 2: les valeurs qui leurs con- 


viennent dans ce point; ainsi, sı l’on voulait avoir la valeur de la force 


02 


acceleratrice au point culminant, il faudrait faire et lex- 
x 


pression (14.) se reduirait ä celle-cı plus simple: 


25. 


ot? 
que nous pouvons prendre pour l’equation du mouvement de la bulle m&me. 
En multipliant chaque membre par OA’ et integrant, il vient: 


2 (*) = — PL 50) const. 


Substituant dans cette N les valeurs (6.) deP, Q et R, elle donne: 


1 
— 
et sı Ion observe u lorigine du mouvement on a ala fos v=0, 
h'=0, on en tirera: const. = le et 
IH--n 
6. = (1og ( 


C'est Texpression de la vitesse au bout du temps dans lequel la bulle s’est 
elevee A la hauteur 4‘. On peut tirer sur le champ un re&sultat remar- 
quable de l’öquation (16.). Pour cela nommons ® le volume d’une autre 
bulle dans le möme vase, nous aurons pour la vitesse ©‘ de cette bulle 
aA la hauteur l’expression: 


( ( | 


en divisant cette dquation par celle (16.), clevant au carre et reduisant, 


ıl vient: 


c’est A dire: les carrds des vitesses de deux bulles, qui ont parcourues 
des espaces egaux dans le möme vase, sont entr’eux comme les volumes 
de ces bulles. 
Si la hauteur du liquide % etait assez petite pour qu’on put con- 
siderer & et D comme constants, les equations du mouvement se simpli- 


| | 
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fieraient beaucoup. En effet, le second membre de l’&quation (15.) qui n'est 
autre chose que g2(d—D), serait constant, et en faisant g(d—D) 
on aurait simplement: 


0? h’ 
d’ou tire: 
5 
Mais v et £ etant nuls en m&me temps, on a simplement 
17. = v=a.Kt. 


Integrant la premiere de ces &quations, on a 4’=!ukt-+-C. Mais 
C=0, puisque h’et £ sont zero la fois. Donc est l’expres- 
sion de l’espace en fonction du temps. Mettant la valeur de /, tirde de 
’Cquation (17.), dans cette expression, on aura: 

= 


2 
ak 
vo’? 
Mais pour une bulle du volume ® on aurait aussı A’ = 2,7, done 


resultat, que nous avons deja obtenu dans le cas gen£ral. 

Sı nous nommons v’ la vitesse d’une bulle © au bout d’un temps 
t, nous aurons en vertu de l’equation (17,): V—=Ckt, d’ou c’est 
a dire, qwau bout d’un m@me temps les vitesses sont entrielles comme 
les volumes; sı au contraire on suppose les vitesses @sales, on aura, en 
nomment ?’le tems du mouvement de la seconde bulle: 2:7=x:®, 
dire, que les temps necessaires pour acquerir la vitesse, sont 
en raison inverse des volumes des bulles. De l'expression de l’espace, 
h'—=zuakt’, nous conclurons encore, que les espaces parcourus dans le 
m£öme temps, sont entrreux comme les volumes des bulles; et que les car- 
rcs des temps employcs a parcourir des espaces &egaux, sont en raison in- 
verse de ces volumes, 

Je ne pousserai pas plus loin ces recherches, la figure de la bulle 
et son mouvement me paraissant sufisamment connus par ce que j’en 
ai dit; d’ailleurs, les recherches ulterieures ne prösenteroient evidemment 
que des difficultes de calcul, peut &tre insurmontables, sans offrir d’autres 
resultats interessans. 

A Ircoutsk le 20. Octobre 1829. 
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32. 
Über die Summe der Reihen 4; 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 


?a diese Reihen sehr langsam convergiren, so hat Euler sie in an- 


dere, schneller convergirende verwandelt, die aber, da die Coeflicienten 
von den Bernoullischen Zahlen abhängen, nach einer gewissen Anzahl 
Glieder wieder Dieses hat Legendre bewogen ( Zraite de 
fonet. ellipt. 2. IF. p. 397.), andere ganz convergirende Reihen zu suchen, 
die die Summe de as darstellen. Da aber die Glieder der von ihm 
sefundenen Reihen nach einem nicht so einfachen Gesetze fortgehen, 
als nachstehende, auf die ıch beim Studium des Legendreschen Werks 
gekommen bin, so erlaube ich mir dieselben hier mitzutheilen. 
Il. Es seı: 
Il. = ff ologsin5— 25 "logsin6, 
so ı5t: 
= 2logsind5 06°, 
folglich auch: 


2, z = 2/[logsind 09°, 
Es ıst aber: 
logsind = — log2 — c0s25 — 3 cos 43 — — 400885 — 
und wenn mian das Integral jedesmal von d=0 anfangen läfs 


flossınd: 
| 


I: 
+(2)’sin45 (4)’sin69 +(#)’sin S9I+....) 
+ 5 c0s45 + c0os69 + cos89 +...) 
— 11 +3 +3 +4 


3.2 = %cosS5+.. 


Substituirt man nun in die Gleichung (1.) 


2 2 2 . 


so erhält man: 


# 
| 
ki 


#. 


— 586 (sind +3(4°)sin$’ +53 sind’ +... ) 
+ 5’ logsin 


Setzt man mit Legendre: 
(1,6) 


(2,6)° 


| 


4 
8 W. 
so die Reihe (3.) für 
z = (1,0)’— 3 (2,6)’— (3,6)’+ 3 (4,6)’+3 (9,6)’+ (6,6) log2, 
Es ıst aber, wie man leicht sieht, 
+4 +6 = 2166,06) = 
(2,6) 27656) 
+ 3,6) +60 86,6) 
\ 0,6) 
Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit 2, —ı, —2, +35, und 
addırt die Producte, so erhält man: 
4 (1,6)’— 3 (2,6)’— (3, 6)’ — (4,6) +3(5,6)’-+ (6,6) = 277 (6,6) = 
2 
folglich für 9= —: 
I. —1f 
3 


Vergleicht man diesen Werth mit der Gleichung (4.), nach Substitution 
von != 50 fo 
1 
2 / 


Die numerischen Werihe der beiden Reihen bis auf 2? Decimalstellen 
genau, Sind: 
1,59426 65472 59595 61676 $1 
39990 06544 2949 
folglich: 0, 39220 0 84, 
5, = 1,20205 69031 59594 28539 97. 
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2. Wenn man ferner: 


(1,6) = 


U, 5. 
setzt, so ist nach den umstehenden Formeln: 


und da (Legendre am angeführten Orte): 
(1,6)’+ (2,6) — (4, 6)? — 62 = 3-(1, 


so 


Nun ıst aber auch: 
Slogsind = Hlogsind — [56 log sind, 
mithin: 


1 1 1 | 21.3 3 
lossind 6 log2 (> 233,98 2,4°5°?,25 


Setzt man dıe ın Parenthesen eingeschlossene Reihe = R, dessen nume- 
rischer Werth 


0,50747 08032 04826 81251 060 
ist, und vergleicht die beiden für / "logsin® gefundenen Werthe, so 


ergiebt sich: 


und also: 

is ist 5 = 0,09766 28016 12060 78710 540 
und 0,18277 04518 72025 15960 805, 


folglich (4.6)’= 0, 08510 76502 59964 37249 965, 
welches man gleichfalls durch die Eulersche Formel erhält. 
München, den 8. Januar 1830. 
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39. 
Über die Bestimmung der Lage der Haupt- 
Umdrehungs- Äxen eines Körpers. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Di. sewöhnlich angegebene Auflösung dieser Aufgabe führt auf eine 
enbische Gleichung, die sich aber in einer etwas verwickelten Gestalt 
darstellt. Das folgende Verfahren, welches Gauls zur Auflösung einer 
andern Aufgabe: ‚„‚Determinatio attractionis etc. etc.” angewandt hat, giebt 

auf einem directeren Wege eine Gleichung von symmetrischer Form. 
Es seien die Momente in Beziehung auf die bekannten Äxen der 

x Y, =, und auf den Schwerpunct bezogen: 

= 
Jyıy9m=ß; ;, 

z20m = 


zw em 
und die Coordinaten, auf die Haupt- Umdrehungs- Axen bezoren, x’, y/, =; 
und 

Jyyomz., 


ax cz, 
cz, 
Da die Entfernung jedes Puncts vom Anfangspuncte der Coordinaten bei 
beiden Systemen dieselbe ist, so muls 
sein. Folglich: 

0, 


Seı nun: 


w 
I I I 


Wir haben also zur Bestimmung der 12 unbekannten Gröfsen &, v, C. 

a, b, c, a’ etc. eben so viele Gleichungen (?.) und (4.), so dafs also die Auf- 

lösung der Aufgabe algebraisch möglich ist. Man hat ferner, wenn man 

die Gleichungen (3.) resp. mit a, a‘, a’; b, b’, und ec, c’, ec” multi- 
Grefle’s Jonrnal d. M. V. Bd. 4. 49 
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plicirt, die Producte je drei und drei addirt, und die Gleichungen (4) 


beriicksichtigt: 
= 
= 4 c'7; 
demnach auch, in Folge der bei den Gleichungen (3.) gemachten Bemerkung: 
+cec=1, ad+il — 
Let 
Werden nun in die Gleichungen (1.) die Gleichungen 5) und 2.) 
substituirt, so findet man: 
= 
„ 
9 = ea: ut 
Diese geben, mit Berücksichtigung der Gleichungen 6): 
[ee +0 
Eb, 
Er, 
| 2a + vn‘, 
9. Lei vb, 
= vc‘, 
10. lb", 
eb’ 
Durch Flimination von @, 5 und ce aus den Gleichungen (8.) findet man 
folgende Gleichung zwischen & und den bekannten Gröfsen «, ß, y etc. 
Eben dieselbe Gleichung findet man, wie auf den ersten Anblick erhel- 
let, durch Elimination von @’, 5‘, ec’ aus (9.) zwischen v und &, ß, etc.; 
und durch Elimination von aus (10.) zwischen und ß, etc. 
Also ist, wenn man die Gleichung (11.) nach den Potenzen ordnet, und 


statt &, u setzt: 


85 


33. Clausen, üb. d. Bestimmung d. Lage d. Haupt-Umdrehungs-Axen e. Körpers. 3 


+ —aßy = 0, 
deren drei Wurzeln die Werthe von £, v und £ sind. 
Aus den Gleichungen (S.) hat man ferner: 


woraus folgt: 
1 
| (B-HE— 20°’ 
1 
und also: 
1 


- 


Auf gleiche Weise findet man «‘, db’ und durch v, und «’, und 


durch 
München, den 20. October 1829. 
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34. 


Theoreme sur les nombres. 


rn 

I hsoröme. Sı troıs nombres entiers sont tels que le quarrd du plus 
grand soit egal a la somme des quarres des deux plus petits, le produit 
de ces trois nombres sera ndcessairement divisible par soixante. (An- 


nales de mathem. de Mr. Gergonne, tome XX, cahier VII. page 212.) 


Demonstration. (Par un abonn&.) 


Les trois nombres r, s, ? dans l’equation r?--s?=t? peuvent tre 
supposes debarasses de tout diviseur commun, car si l’on peut prouver 
que le produit des nombres aıinsi reduits est un multiple de 60, Ja mäme 
consequence s’etendra au prodnit des nombres primitifs. L’equation etant 
dans cet &tat, deux des nombres quı entrent dans notre dquation, se- 
ront ımpaırs, et le troisicme sera pair. Il est facile de voir que r et s 
ne sauraient Ötre Tun et l’autre impairs. En effet, comme tout quarre 
ımpair est de la forme $r--ı, la somme r’--s” aurait dans ce cas la 
forme S2--2, qui ne saurait convenir au quarre £*. L’un des nombres 
s est done pair. Supposons que ce soit r. Comme ona P=r—s, 
et &tant des quarres impairs et par consdquent de la forme 
r® sera divisible par 8, et r par consequent multiple de 4. Il est donc 
prouve que lun des nombres r, s est divisible par 4. 


On prouve avec la m&me facilit@ que Yun de ces nombres r, s 
est divisible par 3. Il suflit pour cela de remarquer que le quarre de 
tout nombre non-divisible par 3 etant de la forme 32--1ı, la somme 
r’-+ 5? aurait la forme 32-2, sı aucun des nombres 7, s n’ctait divi- 
sible par 3, tandisque le quarr& ?° aurait la forme 32--1, ou serait divi- 


sible par >. 

Prouvons enfin que des 3 nombres r, s, £ lun est toujours divisible 
par 5. C'est ce que nous allons faire en d&montrant que si nirnisne 
le sont, £ le sera necessairement. Tout quarre non divisible par 5 etant de 
’une des formes 52 +1, 52-+4, il peut arriver trois cas differens, lors- 
que r et s ne sont ni l’un ni Yautre divisibles par 5. Jues quarres de ces 
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nombres peuvent l’un et l’autre de la forme ou lun et lau- 
tre de la forme 52-H-4, ou enfin de la forme 52-1, l'autre de la 
forme 52-+-4. Les deux premiers cas ne sauraient avoir lieu, car dans 
le premier r’+s°? aurait la forme 52-2 et dans le second la forme 
52-3, qui ne sauraient convenir nı lune ni lautre au quarre ®. I 
ne reste donc que le troisıeme cas dans lequel 2” sera de la forme 5, 


c’est a dire divisible par 5; £ est donc toujours dıvisible par 5, sı nı r 
nı s ne le sont. 


En reunissant ce qui precede, on voit que le produit rsz est di- 
visible par #, par 3 et par 5, et comme 3, 4 et 5 sont premiers entre 
eux, rs? sera aussi un multiple du produit 3.4.5, ce quwil s’agissoit de 
prourver. 
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35. 
Sur un principe general dans la theorie des series. 


(Par Mr. de Schmidten, prof. des matlı&m. ü Copenhague. ) 


Apres avoir expose le principe general pour le developpement en serie 
de forme quelconque d’une fonction, soit explicite, soit ımplicite, je con- 
sidere en particulier les series proprement dites, ou celles qui ne sont 
qu’une somme de termes. 

Lie principe que je presente a leur Ezard, renferme beaucoup de 
resultats qui ont cie trouves par des me&thodes diverses, et dont la liaison 
est souvent dillicile ä saısır. Mais Vobjet de cette note etant surtout de 
ramener a un seul point de vue les rösultats difförens les plus gend- 
raux, je ne m’occupe pas de l’cvaluation qui d’ailleurs n’est possible que 
dans des cas fort particuliers, et je ne fais qu’indiquer les corrolaires dont les 
developpemens n’auroient d’autre difiicult que la longueur du calcul. 


1. 
Pour developper une fonction en serie de la manicre la plus 
nerale, on luı donne la forme 
/ 
ou © est le signe d’une fonction quelconque, f(x), (x) etc. sont des 
fonctions quelconques de x, et 4, 45, ... . des quantit&s qui de- 
pendent de la fonction F{x) et quil s’agit de döterminer. 
Soit (x) la fonction inverse de P(x), telle que Y(d(x))=x, et 
des valeurs de ® telles que 
on aura pour 4,, A, etc. les valeurs suivantes: 


F&,))— 
y/F(x,))— A, | 


On voit que les quantites SL, 4,, etc. se determinent d’autant de manıeres 


4, etc. 


differentes quil y a des combinaisons entre les racınes des @quations: 
ete. 


1 
Soitt @(x)=—, on aura: 


\ 
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1 2.8.) (ac 
F(x,) i A 


Si lon fait @(x)=x, on ala forme d’une serie proprement dite, ou 
une somme de termes qu’on pourroit appeler sörie lindaire, savoir: 

Sı toutes les valeurs de & qu’on tire des dquations: 
= 0, etc. 

sont egales a zero, on trouvera que les valeurs de 4, #4, etc, se pre- 
sentent sous la forme 3, dont les vraies valeurs se trouvent par le cal- 
cul differentiel. 

Sı les fonctions (®), sont toutes &gales ä x, on tombe 
dans le cas le plus simple, la serie de Taylor. 

Sı la fonction est donnde ımplicitement, on la developpe en serie 

par le principe de substitutions successives. Soit donnde l’equation 


y=0(s, Y) 
y= 


Sı lP’equatıon est differentielle, on peut toujours lui donner la forme 


on aura: 


An a, Ana, An—1,, 
de sorte que le premier membre soit integrable par des fonctions connues. 
On en tire une &quation ıintegrale, renfermant constantes arbitraires 
de la forme 


y=f(z,y) 


f(x, y) etant une fonction de x et de y qui renferme z coäfliciens diffe- 
rentiels avec autant d’integrations et de constantes arbitraires. 


d’ou lon aura 


Comme une equation quelconque peut &tre partagee de beaucoup 
de manicres en deux membres tels que le premier soit integrable, on 
peut aussi lui trouver beaucoup de formes d’intögration differentes, 

Ce n’est que dans le cas ou l’öquation elle-me&me est lineaire que 
Vintegrale aura la forme des series auxquelles nous avons donne ce nom. 
Aussi est-il facile de voır que chaque terme de la serie se derive du 
precedent par autant de differentiations et dintegrations, qu'indiquent re- 
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spectivement les co@fhiciens dıfferentiels les plus eleves sous les signes 

La forme gen£rale d’une serie Iineaire est: 

Fit) 

otı peut prise depuis — x jusqua Celle-cı meöne en ge- 
ncral a deux problömes, celui de la transformer en une autre, et celui 
d’en düriver de nouvelles relations entre des fonctions et des series cor- 
respondantes. Lie premier se resoud de la maniere la plus generale par 
la th&orie des fonctions gencratrices, et le second se reduit a un prin- 
cipe general dont le developpement est lobjet de ce qui va suivre. 

Soit Vz une fonction quelcongue lindaire de z, telle que 

= 


comme par exemple 


au Vz — /X: 


ÜX 

X etant une fonction quelconque de x, etc. 

Soient z et v des fonctions quelconques de Z, on aura: 

1. = 2.1, 

Les signes diintegration ou de differentiation conlenus dans Y se rap- 
portent ü la varıable /. 

De l’equation Z{f)=%y,t* on tire par Vintroduciion des imagi- 
naires celles-cı: 


2. = >.y,costx, 
etant = - et = 


et par ie möme proc&de que ci-dessus: 
= 2.y,V(ucosvr), 
V.uo(vV) = 2.y,V (usinvr). 
4. 

Lies corollaires des e&quations (1., 2. et 3.) les plus sımples, se 
trouvent en supposant Y le signe de diflerentiation et supposant u et v 
de la forme 2” ou e”“, | 

Faisant on aura de cot& du signe = une serie ordı- 
naire et de lautre cot€ une serie a double entree. Ainsi, en ne prenant 
les au’entre les Iimites et + ®, on aura de l’equation (1.): 


| 
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+ 


et de l’equation (?.): 
u,f(v,) + = (u,008 + 1,008 +....)y, 
+ (u,0c0520, + u,00820,-+ ....)y, 
+ (u,cos3v, + 
Us Day eEtant les valeurs de et de qui repondent 
aux valeurs de /=1, 2, 3 etc. On tirera une expression semblable de 
’equation (3.). 

Determinant convenablement les fonctions z, et v,, les series infi- 
nies du second membre se reduiront A des fonctions connues, et aura 
ainsi une de deux series de formes difitrentes. 

Supposant dans lequation (1.) v, = (nt), u, = (—1)"t 
k &tant un entier quelconque, et remarquant que 

— 
n etant un et entier positif, on aura: 


1 /Fii? F9t?) 


+yız. 
le nombre n etant prıs depuis 0 jusqu’a ®. 


De l’equation (?.), en faisant v,—=nt et et obser- 

vant que — c0s259-+ 00539 —...., on l’equation: 

Ces formules ont &t& presentdes par m. Babbage dans un me- 
moire fort interessant (Philos. transact. 1816), dans lequel il s’occupe 
de levaluation de ces series et indique les circonstances sous lesquelles 
la divergence des series rend le resultat inexact. 

Soit encore oO, ==nv, u„=u”, on aura: 


ulcosv—ıu\ ulcos2v— u) 
1—2ucosv-+ u? 1 —2ucos2v-t u? 
De la formule 
Grelle's Journal d. M. V. Bd. 4. It. 
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= 2.y,Vusinvx, 


en supposant Y=2, u„=sın el les ıntegrales aux dif- 


ferences finies &tant prises depuis 2=1 jusqua 2=m, et depuis 
jusqu’a m; p, m, n etant des nombres entiers, on tire: 


. pr. q . . (m—1) PT (m—1 
= |sın — sın — 
( m m m m m Yı 
. 2n Pr. (m—1)pr un 
sin —sın — sın sın sin — 
pt . (m- 2pr . 2 m 
sin sin + sin sin sın 
et observant que le membre y, est 
(m—irn (m—1ipr 
sın p sın siı ır sin 
m m 
pr 
m 
on que tous les co&@fliciens doivent s’evanouir excepte le cas ou 
m 
= r, dans lequel cette expression deviendra = —, et l'on aura: 


sın — | — f ou — >, ın n 


ce qui est Ja formule connue de Lagrange, de laquelle decoulent celles 
de M. Fouriıer: 


fa) = = 020 x z=x 


Ces beaux theoremes donnent aussı les relations les plus remar- 


gnables entre des integrales definies et des fonctions connues. Ainsi, en 


n 


supposant /z=e"', et observant que 


e"c0osxz0oz et = ——— 


on a 
zsina® nn qcosax 
ze - — e 7 
+7 ” +4 


De m&me en supposant 


| 
| 
| 
— | pers k 

= fe u=m=x)’ 


en faısant 
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et observant que 


x? u2 
Vn 
4 


Faisant 7 = entre des Iımites indetermindes, on äura: 


:w &tant une nouvelle fonction de £. 

Determinant convenablement les fonctions u, v, w, et Et on entire 
un grand nombre de corollaires remarquables. 


== 


eo) v=t, 
m-— 1 et p @tant des nombres positifs et les limites de liniegrale dtant 


1 
tm —, donne: 


a 
Sf" __ m/m-+1)....(m+ Yx 


ou, sı Von fait 0: 
y et « etant des nombres entiers, on a: 


ou, sı lon fait a=o0: 
? 
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les lhmites de 2=0 
a 
p, 2—yn etant positifs et 2 entier. Soit 
tre les limites assigndes = f(x), on aura: 


.(2+n)....2 


yınını 
ou, sı fait a=o0: 
1.1-+n)....‘ 
mi N mi N \ 


(mn)“ 


+fe mi" gi t n. 
(mn)* 
1 


En faisant 2=2, on aura entre les limites — —— et ———: 


dou 


— ÖL compris en- 


0) Soit u = 

elant un nombre entier, on a: 


Ces corollaires donnent d’autres en vertu des formes partıculieres 


de la fonction Zff) ou de v.. Ainsi du corollaire (.) on aura, en fai- 


1 


Faisant dans le second F)=cost, y=0, «=1, on aura: 


cos(te”)cH, 


U 
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et du premier («.), en faisant Z'(f)=cos(ct) ou on aura 
(p? 


(Pte)? 


Les formules 
Fler) 


B) 


=) F(e/-)) t sin (w+ vx) f, 


u 
v6 
donnent lieu ä deux corollaires remarquables, 

@) Faisant dans la premiere u=34ÄA,cosmt, dans la seconde 
u=2J4A,„sinmt, dans lune et lautre v=t, w=n—t, les limites de 
m et de x etant +x et — x, et observant que 


cos (mx) t — cos(m—x) t 


cosmicosxt 


cos(m + x) t— cos (m — x) t 


sinatsınzt 


on aura entre les limites ?=0, 

En faiısant dans la premicre de ces formules 

= A, = 1, 


1 

et faisant dans l’une et lautre {,=p", n=0, et ne prenant x et m 
que he O jusqu’a w, on tombe dans les formules de M. Poisson: 


2pcost-p* 
Faisant dans la premiere v=/®(z) costzÖz, dans la seconde 


u=/®(z)sintzdz a 


on aura: 


F (eV) — (e'Y-)) sintzdtdz = Ey, (x—n) 


v=t, on aura: 
z 00 


—] 


| 
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par exemple 
2) = 


on irouvera celles-cı: 


En donnant a 7(t) ou a y, des formes particulieres, on parvient a d’au- 
eorollaires des formules (41. et D.). 

x) En supposant Ft) = les integrales &tant 
n et jusqua et m=%, et faisant dans la for- 


mule (2) z=0, on aura la formule de M. Parceval: 


[u coswf(2cosv)öt = Zy,fucos(w+ va)ät, 
[usinwf(2cosv)öt — Zy,fu 
sı Von donne a la forme 4, +At+A, ”+...., on aura: 
+... 


+2) Are 1.2 


Sol encore e, on aura: 


En faısant = on aura une autre serie connue. 
a 


lon fart 


on aura 


1 2n/n—i) . 


2) Supposant Z(t)=ftt+—)}, les formules (4. et R.) deviendront: 
) | 


| 
Ft) = log lı+:(1+)], 
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36. 


Auflösung einiger Aufgaben der analytischen Geomeiric 
vermittelst des barycentrischen Calculs. 
(Von dem Herın Ober-Lehrer F. Minding zu Berlin.) 


Die im Folgenden, mit Hülfe des von Herrn Prof. Möbius erfundenen 
barycentrischen Calculs zu lösenden Aufgaben sind für diese Methode 
blofse Eliminationsprobleme. Eben deswegen schien es, bei ihrer Wich- 
tigkeit, interessant, sie einmal auf diesem Were zu lösen. 


1. Es sind die barycentrischen Ausdrücke dreier Puncte in einer 
Fibene gegeben; man sucht den Flächenraum des Dreiecks, welches diese 
dreı Puncte zu Spitzen hat. 

Seien die Ausdrücke der drei Puncte: 
Elıminirt man den Fundamentalpunct #/, so erhält man: 

ag P—ar, P und 
wo: | 

Y=ca— ca, ba, a. 
Eliminirt man ferner den Fundamentalpunct B, so kommt: 

Aus diesen Gleichungen folgt: 
ABC:BCP = g:a. 
BCP:CPP = 
CPP': PPP' — Pa’ 
Mithin: PPP' = By’ 

Bezeichnet man mit A, mit 4‘, 
a" (be’—b’c) mit A’, so sieht man, dafs A in 4’ übergeht, wenn man 
dıe Accente in dem Ausdrucke für 4 um eineEinheit erhöht, und statt 


immer wieder e schreibt. Auf ähnliche Weise entsteht auch aus 
Man hat also: 


ABC 
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2. Es sind die Ausdrücke dreier gerader Linien in einer Ebene 


segeben; man soll das Dreieck finden, welches sie einschliefsen. 
Seien die Ausdrücke: 

Heilsen die Durchschnittspuncte der ersten und zweiten, zweiten und 
dritten, dritten und ersten, der Reihe nach, II, II‘, TI“. Man findet: 

(b— Auf gleiche Weise: 

= (ab — C. 

Bezeichnet man nun die Gröfse: a(b’— + a’ 4a” 5) mit 

MT, so erhält man für den ersten Theil 4 des Zählers in I.: 

A —.a'(b—b")M. 


so: 
ilieraus folgt, wie man leicht sieht: 
Zum __ m 
ABC —gg'gy"' 


3. Es sind vier Puncte im Raume gegeben; man finde das Te- 
traöder, welches sie zu Spitzen hat. 
Heifsen die Puncte: P, P/, P’”, und sei: 
Für P/, P’, P gelten die nemlichen Co@flicienten, resp. mit den Ac- 


centen /, “, ‘“ versehen. Man findet, ganz wie vorkin, durch Elımina- 


tion von A, 5b, 
PP! Pu pen A" 


wobeı man hat: 


und 


Man kann den Ausdruck: -Z-+4‘+ 4 leicht entwickeln, und wird ihn 
dann durch «’«’ theilbar finden. Ohnehin stand es auch frei, a =a’ 
1'zu setzen. 


1 


4. Vier Ebenen sind gegeben; man soll das Tetra@der finden, 
welches sie einschliefsen. 
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Bezeichnen wir einen beliebigen Punct der ersten Ebene mit ?, 
die drei andern resp. mit P, 


Sei P=A+xB+yC+(e-+bx-+cy)C; um die drei andern Ebe- 
nen auszudrücken, accentuiren wir @, b, c resp. ein-, zwei- und dreimal. 


Die Durchschnittspuncte der Ebenen 123, 234, 341, 412 heifsen 
der Reihe nach II, 11, 


Man findet: gIl= wo 
= + b’ (ce ec) + (e—e). 
(co') = ale — + a’ (e—c") + a” — ec). 
(ab) = + —b) + a (b— 
(abe)= u(be’) b(ca')+ c(ab')= ec’) + a” (bei—b'e). 
(be) + + + (abe). 

Um die Ausdrücke von Il, II“, II zu finden, darf man nur die 
Accente in den Coeflicienten des Ausdrucks von II successive um eine 
Einheit erhöhen, und statt immer a, statt 5, statt 

Man findet nach 

A" 
ABCD 7 (bc 

In diesem Ausdrucke ist 0 

so A und 4”, 


ce schreiben. 


gun, wie vorhin; eben 


Für die Gröfsen P’, y‘, ö’, etc. hat man: 
Yabe)— (be’)(a' bc”). 
Man darf nur die Äccente erhöhen, um der Reihe nach ß, £ 
0’, 0 zu erhalten. Man setze: 


— - a(b’c a’ ce’) — a' — M. 
Nach den nöthigen Reductionen erhält man: 
—)M; Y — — (bc"— M. 


— (c—c)M; — — (be —be‘) Mi. 
Hieraus erhält man weiter: 
A’ — M’(b c) (b’ 
Eine weitere Reduction ergiebt: 
Junrnal d. M. V.Dd. 4. Tift. Sl 
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Hieraus folgt ZH = und als Resultat: 


9. Die Ausdrücke MH. und IV. bedürfen leichter Modificationen 
ın den Fällen, wo der zu Grunde gelegte barycentrische Ausdruck für 
eine gerade Iunie oder Ebene nicht unmittelbar anzuwenden ist. Um 
keine Lücke zu lassen, mögen diese Fälle noch angegeben werden. 


Man sıeht, dafs wenn die Linie, deren Ausdruck ist 
mit der Fundamentallinie ZB zusammenfallen soll, man nur 
zu setzen hat, 


Soll dagesen diese Linie mit 4C zusammenfallen, so betrachte 
man zunächst den allgemeinen Ausdruck: Sterb-+(a--bx)C, wo e 
ein constanter Cocificient ist. Die durch diesen Ausdruck dargestellte 
Linie fällt mit 40 zusammen, wenn e=0. Setzt man nun ex=y, so 


geht der Ausdruck über ın: d+yB+(e+-y) C, woraus zu ersehen 


ist, dafs man, wenn die gegebene Linie #C selbst sein soll, in dem Aus- 
drucke II. nır 2 als eine unendliche Gröfse anzusehen hat. Man erhält 
demnach für ein Dreieck, welches von der Fundamentallinie ZU und 
den beiden andern: + (a +bx)C einge- 
schlossen wird, den Ausdruck: 
(a — a’)? 

Soll die Linie mit BC zusammenfallen, so darf man nur e als unen!- 


lıch ansehen. 


Soll dieselbe Linie durch den Fundamentalpunct gehen, so 
muls «=0 sein. Soll sie durch B gehen, 5=0. Soll dieselbe aber 
durch © gehen, so müfßste ihr Ausdruck eigentlich sein: 

Nach der zum Grunde gelegten Form findet man aber das richtige Re- 
sultat, wenn man —gb=xw setzt. Es ergiebt sich dann 


nach 1]].: | 


ABC 


Man könnte auch das Dreieck für diesen Fall direct aus den Ausdrül:- 
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ken der drei Geraden berechnen, und würde dann genau das nemliche 
Resultat finden. 


6. Soll_die Ebene: A+xB +yC-+(a+bx-+ey)D mit der 
Fundamental-Ebene zusammenfallen, so mufls =b=c=0 sein. Soll 
sie mit ./BD zusammenfallen, so darf man in dem Ausdrucke IV. nur 
e als unendiich betrachten. Soll sie mit ZUCD zusammenfallen, so ist 
und, wenn sie mit BÜD zusammenfällt, x zu selzen. 

Soll diese Ebene durch einen der Fundamentalpuncte -f, B, C ge- 
hen, so darf man nur resp. @, db, c, —=0 Setzen. Geht sie durch /, so 
muls ıhr Ausdruck die Form haben: 

A+aB+(+fx)C+yD. 
In diesem Falle hat man in dem Ausdrucke IV. = — fc, a =— ec 
zu setzen, und c als unendlich anzusehn. 
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Hieraus folgt und als Resultat: 


y, mm 


9. Die Ausdrücke MH. und IV. bedürfen leichter Modificationen 
ın den Fällen, wo der zu Grunde gelegte barycentrische Ausdruck fiir 
eine gerade Linie oder Ebene nicht unmittelbar anzuwenden ist. Um 
keine Lücke zu lassen, mögen diese Fälle noch angegeben werden. 


Man sıeht, dafs wenn die Linie, deren Ausdruck ıst 
mit der Fundamentallinie ZB zusammenfallen soll, man nur 
zu setzen hat, 


Soll dagesen diese Linie mit 4/C zusammenfallen, so betrachte 
man zunächst den allgemeinen Ausdruck: /+terB-+(a-+-bx)C, wo © 
ein constanter Cocificient ıst. Die durch diesen Ausdruck dargestellte 
Linie fällt mit U zusammen, wenn e=0. Setzt man nun exr=y, so 


geht der Ausdruck über ın: A+yB+(e+-y) C, woraus zu ersehen 


ist, dafs man, wenn die gegebene Linie /C selbst sein soll, in dem Aus- 
drucke II. nur 5 als eine unendliche Gröfse anzusehen hat. Man erhält 
demnach für ein Dreieck, welches von der Fundamentallinie ZU und 
den beiden andern: + +b"x)C einge- 
schlossen wird, den Ausdruck: 
(a — a’)? 
A 4- a’\ L-+ a’ (b’- a’ b'') 


Soll die Linie mit BC zusammenfallen, so darf man nur e als unen!- 


lıch ansehen. 


Soll dieselbe Tinie durch den Fundamentalpunct .{ gehen, so 
muls @=0 sein. Soll sie durch B gehen, 5=0. Soll dieselbe aber 
durch € gehen, so müfßste ihr Ausdruck eigentlich sein: 

4d+sB+yC. 
Nach der zum Grunde gelegten Form findet man aber das richtige Re- 
sultat, wenn man a = —gb=xw setzt. Es ergiebt sich dann 


nach 1]].: | 


Man könnte auch das Dreieck für diesen Fall direct aus den Ausdrük- 
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ken der drei Geraden berechnen, und würde dann genau das nemliche 
Resultat finden. 


6b. Soll_die Ebene: x B + yC-+(a+bx-+ey)D mit der 
Fundamental-Ebene zusammenfallen, so muß =b=c—=0 sein. Soll 
sie mit „/BD) zusammenfallen, so darf man in dem Ausdrucke IV. nur 
e als unendiich betrachten. Soll sie mit CD zusammenfäallen, so ist 


und, wenn sie mit zusammenfällt, x zu seizen. 


Soll diese Ebene durch einen der Fundamentalpuncte 3, ge- 
hen, so darf man nur resp. @, db, c, =0 setzen. Geht sie durch DD, so 
muls ıhr Ausdruck die Form haben: 

In diesem Falle hat man ın dem Ausdrucke IV. b=-— fr, a=— ec 
zu setzen, und c als unendlich anzusehn. 
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37. 
Combinatorisch-analytische Abhandlung, enthaltend den 


Beweis der vier Summationsformeln Band 3. Heft 2. 
S. 207. d. Journals. 


(Von Herrn Pr. Gudermann in Cleve. ) 


Die zu beweisenden Formeln sind einfache Folgerungen aus einem Satze, 
den wır in einer Allgemeinheit entwickeln und aufstellen werden, welche 
überflüssig sein würde, wenn es blofs auf den Beweis der vier Summa- 
tionsformeln ankäme. Die Potenz (e-+z)” kann nämlich, wenn 2 eine 
positive ganze Zahl ist, also entwickelt werden, dafs das allgemeine 
Glied des in der Form einer geschlossenen Reihe erhaltenen Ausdrucks die 
Form ®x.:)z erhält, wie im Newtonschen Binomialtheoreme; aber der von 
uns aufzustellende Ausdruck wird, außer einer willkürlich zu bestim- 
menden positiven ganzen Zahl 2, noch 2 +1, und also beliebig viel», 


vollig willkürliche Gröfsen q, a, a, a, etc. enthalten, so dafs er nicht 
blofs der allgemeinste Ausdruck für die Potenz (x -+z)”, sondern bei 
aller Allgemeinheit noch eben so einfach sein wırd, wie es die New- 
tonsche Formel selbst ıst. Es wird hier ein combinatorisches Theo- 
vem vorausgeschickt, worauf die Herleitung des gesuchten Ausdrucks 


serründet Es wird eine aus den FBlementen einer Scale ge- 
€ 


bildete Combinationsklasse des rten Grades bezeichnen, wenn die Wie- 

derholungen der Elemente in den Formen gestattet sind; sind diese aber 

verboten, so dient das Zeichen ©‘. Ich nehme die Reihe oder primitive 
A 

o 1 2 3 . . 

Scale a, a, @, @, etc., welche mit völlıg wıllkürlichen Elementen be- 

setzt ıst (für die Arıthmetik sind sie Zahlen) und leite daraus beson- 

dere Scalen her, die ich wie folgt bezeichne: 
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(1) Q, 

2)=a,a, 

(3) = 

ı 2 
(a) 8, 8,8, 0... 06, 


Wird alsdann der folgende Ausdruck gebildet: 


Olr,n) = 0’. Ü conditione: (a +?=r), 


in welchem # und ß veränderliche positive ganze Zahlen sind, welche 
der beigefügten Bedingungsgleichung &+ß=r Genüge leisten und das 
dem allgemeinen Gliede vorgesetzte Zeichen S das Summationszeichen 
ist, so immer: 

O(r,n) = 0, wenn r>0. 
Denn für r=0 haben wir offenbar 9(0,n)=1. 

Die Veränderlichkeit der Scalen (2+z2—1) und (r-+x), die das 
allgem-ine Glied aufweiset, macht einige Schwierigkeit, und es ist eine 
wohl zu bemerkende Eigenthümlichkeit, dafs die Scale, woraus die Com- 
binationsformen mit unbedingten Wiederholungen gebildet sind, immer 
ein Glied oder Element mehr enthalten mufs, als die Scale, woraus die 
Combinationsformen mit verbotenen Wiederholungen zusammengesetzt 
werden *). 

2. 

Um den Beweis zu führen, bemerke man, dals nach den Grund- 

regeln des Combinirens: 


ger 
C= und 

(n+«) 

a+ı n+a—ı 

(n+a) (r+a—ı1) (n+a—1) 


ıst, und dafs man aus diesen beiden Gleichungen das Element « eli- 
miniren kann. Die neue Gleichung enthält dann freilich dieses Element 


*) Uber den hier vorkommenden Gebrauch des Zeichens $ sehe man Rothe’s Theo- 
vie combinatorischer Integrale, Da aber nach Eulers Bezeichnung const. 
'st, so habe ich das von Rothe gebrauchte Zeichen 3 in S abgeändert. 


ik 
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noch, aber nicht mehr explicite. Dadurch erhält man: 


(n+e) (npa—ı) (n+a—ı) (n+e—ı) (n+a) (n+e) 
und wird dieser Ausdruck substituirt, so ıst: 


N) Ü . Ü . Ü —- S(— 1)°. C. 
(n+e—ı) (n+a—ı) (n+«) (n$e) 

ae+p=r 


Wird er nun reducirt (man sche die einfachen Regeln der erwähnten 
Schrift), so findet man: 


Or, n) = 1) cond. +-ß=r). 


Also 
= Glr,n—)). 
[44 
Man hat also "auch E(r,1)=@l(r,n), und da €" nur noch eine einzige 
a—ı 


Combinationsform begreift, nämlich: aau.... so kann derRest des 
Beweises der Kürze wegen hier wegbleiben, wofern man aus der For- 
mel nicht sogleich P{r,r2)=%(r,0) schliefsen will; 


denn ®/r,0) ıst offenbar = 0, weil ıst. 
) 
Zusatz. Nimmt man an, ddlsa=ua =a....=a=0 sei, 


so habeı: alle Glieder des Ausdrucks @(r,r) eine gemeinschaftliche Scale 
O L 


(n) = a, a,a,.... a mit » Elementen, und für diesen einfachen Fall ist 
die Wahrheit des Satzes P(r,n)=0 allgemein bekannt, 


3. 
Die bewiesene Formel kann auch also dargestellt werden: 
C=0, 
(m (m— 
wenn wieder @+ß = r die Bedingungs-Gleichung ıst; denn es ist 


und man hat also nur für n+-r—ı ge- 
setzt, welches, da 2 unbestimmt war, erlaubt ist und die Allgemeinheit 
der Formel um nichts vermindert. 


Führen wir die folgende Bezeichnung ein: 


o 2 
[x]a] = a), 
so ıst bekanntlich nach den Elementen des combinatorischen Analysıs: 


1. [ale] = 
(a) 
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und die Reihe (2.) bricht dann nicht ab, wohl aber die Reihe (1.)., Durch 


diese Formeln sind die Producte [x|@] und ihre reciproken Werthe aut 
Potenzen von x zurückgeführt. Daher wird man nach geschehener Un»- 


12) 


kehrung dıe Potenzen von x durch Producte von der Form |x|e] ausge- 
drückt erhalten. Für dıe Formel (1.) werden wır aber andere an die 
Stelle setzen, welche allgemeiner sind als sie. Dabei kommen aber die 
numerischen Facultäten in Anwendung, deren Beziehungsart nach Van- 


dermonde gewählt wird, weıl sie vor der vonKramp gewählten viele 
Vorzüge hat. Es sei nämlich: 


I», N=x(x—d) und |x,: dj= 


und wenn d=--1 ıst, so werde gesetzt: 


1 
— 1) und |e]= 


+2).... c+n) 


Die sogenannten Permntationszahlen sind zwar ebenfalls Facultäten; aber 


für sie seı des häufigeren Gebrauches wegen noch einfacher: 


Nehmen wir nun nach diesen Vorbereitungen die folgende Scale 
zweitheiliger Elemente: 


o 


ı 2 
(x,m)=(x—a), (c—a), .... (2 — und daneben noch: 


ı 2 
(m) m @ 
so haben wir die beiden Formeln: 
(x, m) n’ (m) (m) 
x,m) n 1)’ m) — m) 


Man kann diese aus den (1. herleiten; man kann 
sie aber auch unmittelbar aus den Gesetzen des Combinirens finden, wo- 
bei dann der Gebrauch der ungeschlossenen Reihe /?.), welcher anstöfsig 
sein könnte, unnöthig ist. Die Formel (4.) findet man endlich auch in 
„Dissertatio analytica de functionibus guibusdam symmeiriris, auctore 


| 
4. 
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J. F. Posselt,” aus einem analytischen Ausdrucke für C sehr einfach 
hergeleitet. 

Diese beiden Formeln sind sich nun, wie man sieht, sehr ähnlich, 
und sie gestatten eine Reversion, wobei das früher bewiesene combina- 
torische Theorem @(r,2)=0 ın Anwendung kommt. Es hilft aber die 
Bemerkung, dafs es nur nöthig ist, die eine dieser Formeln umzukehren; 
das Hesultat stimmt nämlıch mit der Formel, welche durch die zweite 
Reversion gefunden wird, ım Wesen überein. 


9 


Nehmen wir also die Formel 
(x, m) a)’ (m) 


um 


sie zur Reversion geeigneter zu machen. Weil nämlich (—1)"““. 


=[—m+n— 1] ıst, so erhalten wir, statt setzend, ohne- 


hin ist, wenn 2> m: 


ze [— m — 1 
(x, (n—7,) 


Multipliciren wir diese Gleichung mit (— 1)”. © und setzen wir dann 
(m+n+1) 
» für 2, so giebt eine Summation nach der Bedingungsgleichung «+? =n: 
(— 1)". Ü Ü $ = ] 1) Ü . Ü. 
(x, m+ae) (@ (m+«c) 
Führen wir zu gröfserer Deutlichkeit auf der rechten Seite eine neue 
Veränderliche ein und setzen wir zur Abkürzung = u, 
so ist, wenn wir # eliminiren, =Yy-+4ö und g=m-Lö-+Yy, also 
-+?=n, und daher: 


(x (m+c+1) (u) (um) 
Nun sınd aber in Anwendung des Theorems @(r—d, m Hö+1)= 
die Coöfiicienten von für die einzelnen Werthe d=0,1,2,3, 


etc. gleich Null, wobei nur der für ö=n, also für P?=y=0 ausge- 
nommen und =1 ıst; also hat man 
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= 0. cond. 
(x, 


Multiplieirt man auf beiden Seiten mit (—1)”, setzt dann c+z für x 


und —a für auch für —a für u. 5. w., 50 


hat man den allgemeinsten Ausdruck für («—2)"; nämlich: 
_n a 
5. = n’.[m.S . cond. (a =n). 
( (x, m+c+ı) (2, ( + 


m+a-1 


Es ist dann aber die Scale 0), (20) 


2 m+ı | 

und (rn +2 +1)= (+0), (+0), (c+0).... 
so dafs also die zweite Scale ein Element mehr enthält als die erste. 
Der Ausdruck enthält überhaupt die folgenden ersten Elemente der pri- 


mitıven Scale: 
1 2 m m+ı m+tn 


deren Menge =m--r-+-1, und da »» willkürlich ist, also ebenfalls will- 
kürlich ist. Diese Elemente können willkürliche Werthe haben und kön- 
nen selbst einzeln oder sämmtlich Null sein. In dem Falle aber, dafs 
einige dieser Elemente gleich sind, werden auch eben so viele Elemente 
ın jeder der beiden Scalen (z, m --«) und («,m--&-+-1) einander gleich 
und man hat sie dann aber gleichwohl so zu behandeln, als wären sie 


m 


verschieden. Einfacher wird der Ausdruck z. wenn 
—=4....==0 gesetzt wird. Werden alle Elemente =0 gesetzt, so er- 


hält man die Newtonsche Formel, wenn auch nicht ın der einfachsten 
Gestalt; diese findet man dann für n=0. Wird m==0 gesetzt, so er- 


[64 [74 
halten wir, weil €’ =[zle] ıst, die specielle Formel, aus der wir die 
(2, c) 


Summationsformeln des Herrn Steiner herleiten werden. Da die all- 
semeine Formel (5.) zu einer Reihe interessanter Folgerungen Anlafs 
giebt, wir aber hier der Kürze wegen darauf nicht eingehen wollen, so 
wenden wir uns zu der Herleitung der erwähnten Summationsformeln, indem 
wir ın der That am =0 setzen und dadurch die folgende Formel erhalten: 


@ 
6. 2)" C cond. ß =n). 
x,e+ı) 


6. 
Wır müssen aber von der Allgemeinheit der Formel (6.) noch 


einiges fahren lassen, wenn wir die Formeln des Herrn Steiner finden 
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wollen, und x =0 setzen. Setzen wir zugleich @=0, so haben wir: 


= = SC.[zle] cond. «+ß=n), 
(a) 
und es ist dann (2) = (@0,0,0,....0) die Scale. Nehmen wir ferner 


3 


und also: 


2a—ı 


SC.[c+a— 1] cond. («+ß=n). 
(«) 


Wenn wir aber, statt durch x auf der linken Seite zu dividiren, mit 
c==(c-+2)—@ auf der rechten Seite multipliciren, so erhalten wir: 


2a-1 


20 
Ss.  cond 
(«) 


20 
(«) 


und aus diesen Formeln finden sich die des Herrn Steiner, unmittel- 
bar. Da nämlıch allgemein: 


n 
A[®,Ax] = n. [x,Ax].Ax, ähnlich mit 
n r n-r r 
Ax] =[r].[%,Ax].Ax’, ähnlich mit dia" = 
n n-F1 
3 [%,Ax2]Ax = ähnlich mit = ——., 
L 
Ax"=[n].[%,Ax], ähnlich mit [n].x”r, 


welche Formeln ich beiläußg zur Rechtiertigung meiner Bezeichnung 
der Facultäten aufstelle; da ferner allgemein: 


— const., 


und also: 


x n 
wie auch 
n In] 
Ix, Ax — 


ist, so giebt die Anwendung dieser Formel auf (7.), wobei Ax=1 ist, 
auf der Stelle 


ec+r-1 


9. cond. @-+ß=n). 
(a) 


Wird hierin 2--1 für 2 gesetzt, so hat man die Formel III, wovon die 


| | 
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Formel I. ein specieller Fall ist. Unsere Formel (S.) giebt eben so: 


cs+-ir. 
und da ist, so hat man 


x P_ + 
Wird auch hierin n--ı für n gesetzt, so hat man die zu beweisende 


Formel IV., wovon die Formel il. eın specieller Fall ist. 
Die Umkehrung der Formel (?.) giebt aber die neue Formel: 


welche ich nur der Vollsiändigkeit wegen hierher stelle. Man könnte 


auch in ihr z für z, dann für —a; —a für etc. wie 


vorhin setzen und erhielte dann für (x -+-z)"* eine ins Unendliche fort- 
gehende Reihe. 


Der Beweis der Summationsformeln des Herrn Steiner forderte 
eine nähere Bestimmung der Elemente «, a, a, ete.; statt derselben setzen 


I 2 
wır nun aber ın der Formel (1.) «=0, a =d, a=2d, .... allgemein 


a==«a.d, und erhalten: 
[r,d] = S(— 1 
(n) 
und es ist die Scale (2) =0,1,2,3,....(r—1). Wir setzen 


o I 2 
In der Formel (2.) setzen wir —d, a = —2d, a = etc. 


allgemein a=— (at ı)d, und erhalten dadurch: 


—n a 
die hier vorkommende Scale (z) ist 1,2, 3, ....n, und indem wir 
a 


setzen, finden wır dafs die Formel 


2. fe 
immer richtig ist, es mag n positiv oder negativ sein. Daher ist auch 
ımmer: 

13. [ud] = S-ı) 
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es mag n positiv oder negativ sein. Die umgekehrte Formel ist eben 
so allgemein: 


14 
und die beiden Formeln brechen nur dann ab, wenn r eine positive 
ganze Zahl ist. Man kann dann dieselben auch so ausdrücken: 
= 8 — 1)" nf.de, 
x" 


In Anwendung der letzten Formel erhält man z. en auf der Stelle: 


x 
und Sa cond (a +ß=n). 
Die Functionen af af, nf etc. können auf viele verschiedene Arten 
durch z ausgedrückt werden, so dafs man ihre Werthe auch dann, wenn 
n keine ganze Zahl ist, zu berechnen vermag”). 


Wenn man nimmt (2)=a, a—d, a—ad, 

... (a—nd-4d) und 6 mit bezeichnet; dann zur Scale nımmt: 

— (a+3d),....—(a+nd) und die Com- 

binationsklasse © mit la, a] bezeichnet, so findet man die folgenden drei 
Fundamentalformeln: 


15. [a+d,d] = [e, d], 


n n r-ı 
17. |e+d,d| = + nr.|e,d].d, 
welche ebenfalls immer richtig sind, es mag z eine positive oder auch 
negative ganze Zahl sein, und man findet auch: 


*) Die Werthe von #”f, unter der Annahme dafs rn eine ganze Zahl sei, fin- 
det man am weitesten hin berechnet in einer Inaugural - Dissertation des Herrn 
Professor Scherk, worin aber das durch die Formel (12.) gegebene Gesetz 


nicht nach seiner ganzen Allgemeinheit ausgedrückt ist. In den beiden Aubellen, 
h 
welche sich eigentlich zu einer vereinigen müfsten, hat man also +’#Y für % und 
h 


J tur *C zur Überschrift zu nehmen. 
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15. nf [a, d] für 
woraus man ersieht, dafs die gegenwärtigen Grölsen wirklich allgeme:- 


r 


ner sind, als die Gröfsen: ”f. 
Die Formel (17.) hat am meisten Ähnlichkeit mit der die Facul- 
täten betreffenden Formel: 
-+d,d] = [e,d] + n.[e,d].d, 
welche ebenfalls sowohl für positive als für negative Werthe von zn gilt. 
Aus der Formel nr leitet man leicht die folgenden her: 


19. Al Az] Ax, 
20. Arie, Ax] —[n].[%,Ax].Aar, 


ın n m-+ı n-+ı 
21. Z|x, Ax]Ax = [%,Ax] const. 
Also n+ı 
x m n-+1 
oder auch 


xm n m+ı n+1 
= Ax| const., 


und also: 


diese Formel versagt für =—1; übrigens gilt sie für jede positive 
und auch negative ganze Zahl z. Wenn 2z=—1 ist, so hat man ei- 
gentlich eine Reihe gleich hoher Potenzen gleichunterschiedener Zahlen 
zu addıren. Die für diesen Fall anzuwendende Formel leitet man leicht 
aus der Formel (14,) her. 


9. 


Wenn man die Formeln (3. und 4.) vornimmt, so vereinigen sie 
sich zu einer einzigen, nämlich zur folgenden: 


m n ff « n 
23. = S[r—e].|x, d].z? cond. = m). 
Setzt man hierin z=0, so findet man noch: 
m n «a 
24. = S(—  cond. (a-+P= m). 


Nach dieser Formel kann man die Combinationsklassen gleichunterschie- 
dener Zahlen bequem berechnen, und man kann die Rechnung immer 
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so einrichten, dafs keine subtractive Glieder vorkommen. Will man 


z. B. die Klasse [15], für welche d=1 ist, berechnen, so wird man 
die Formel also stellen: 


und hat dann, weilm=5, n=9, a=7 ist, die folgenden Zahlen: 


1.672854. 67254 
5.22449 . 
15 4536 . 49 ..... == 3333960 
36. 2401 .....= 6050520 
126 . 1. 16807 .....= 2117682 


Summe 18909891 = [15]. 


Aus der Formel (23.) schliefst man auch noch als höheres Differential: 


25. = [?—m-+r]. 
Also z.B. fürr=1ı: 
= (r—m-1) d].ox. 


10. 
Eine Specialisirung der Formel (5.) führt zu hg neuen Formel: 
a 


%6. = d] coond, @+B=n), 
welche ebenfalls für jeden positiven oder negativen Werth von m gilt, 
Ein specieller Fall hiervon ist: 

277. d® cond. = n). 
Auf allgemeineren combinatorischen Beziehungen, welche in die- 
ser Abhandlung nicht vorkommen, beruhet die folgende Formel: 


r m-kn m n 
28. = cond. @+Pß=r), 
ın welcher 2 und r willkürlich positiv oder auch negativ sein dürfen, 


aber r eine positive ganze Zahl ist. Man wird aus dieser Formel durch 
Differentiiren leicht mehre andere herleiten. Da endlich allgemein: 


O(x+.) = .[v, Aa] 
ist, so findet man auch noch: 


r-a 


[x-+ 2, Sta]. d]. 
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welche Formel ebenfalls für jeden positiven oder negativen Werth von 
n gilt, und immer abbricht. 
Man hat z.B. | 


und da 115] == TARUEN ist, so haben wir bei der Berechnung von 115] 
nach dieser Formel folgende Zahlen: 


1. 67284 . 

st. 35. 504...:...= 3598560 

16. 10. 5040.22... 6350400 

126 . 1. 55440 22... — 6985440 
Snmme — 18909501 —= [15| 


und dieses Resultat stimmt mit dem vorigen völlig überein. 

Die Einfachheit und Allgemeinheit dieser Formeln macht sıe einı- 
ger Aufmerksamkeit werth, und ich habe sie darum hier aufgestellt, 
obgleich sie mit den Formeln des lierrn Steiner fast nichts als ihren 
combinatorisshen Ursprung gemein haben. 

Was endlich die höheren Differentiale ganzer Combinationsklas- 
sen betrifft, so hat man auch noch allgemeiner die beiden Formeln: 


” n—r 


0. 0a, 


(x, ın) (x, m) 

r n—r 

= [m4-n—r,—ı]l. 0.08, 
(x, m) (x, m) 


und es können daraus die höheren Integrale geschlossen werden, nur 
dafs auch dabei Fälle sich finden, in welchen die allgemeinen Formeln 
versagen. 


Cleve, ım Februar 1829, 
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1. „Wecension des Lehrbegriffs der höhern Körperlehre von Herru 
Prof, Lubbe. Ali und 255 $S. Berlin bei Riemann, 1828. gr, 8.” Verfalst 
und eingesendet von Herrn Moritz Kartscher zu Berlin. 

Dieses Buch verdient schon darum Aufmerksamkeit, weil es einen wichligen, 
schwierigen und noch wenig untersuchten Theil der höheren Mathematik behandelt, 
Die iolgende kurze Lbersicht des Inhalts dürfte daher nicht unwillkommen sein. 

No. 1. bis 9. handelt von einigen allgemeinen Sätzen der analytischen Körper- 
lehıre, von den Linien doppelter Krümmung, von der Berührung der Flächen, von der 
Krüummuags-Nugel. Man findet hier was durch die Arbeiten vornehmlich von Monze 
und Lagrange bekannt ist, in gedrängter Kürze zusammengestellt, 

In No. 10. bis 14. werden die Gleichungen behandelt, welche sich aus der Be- 
irachtung dor eingehüllten und einhüllenden Flächen ergeben. Die überall (vornehmlich 
in No. 14.) hinzugefügten Beispiele und Hinweisungen auf die Geometrie, wie auch 
die Bezeichnung, deren sich der Verf, für die Gleichungen bedient, kommen dem Vor- 
tage sehr zu Hülfe. Die sorgfältige Unterscheidung der drei Formen des allgemeinen 
Integrals, in Beziehung auf die eingehüllten und einhüllenden Flächen und auf die er- 
zeusende Curve, giebt den nachfolgenden Untersuchungen noch mehr Deutlichkeit. 

In \o. 15. und 16. werden die totalen Differential-Gleichungen der ersten Ordnung, 
welchen nur eine primitive Gleichung zu Grunde liest, und inNo. 17. u. 18. die partiel- 
jen Diflerential-Gleichungen der ersten Ordnung intesrirt. Die Hinweisungen auf seine 
(siiher erschienene Schrift über den höheren Calcul hätte der Verf. vielleicht vermeiden 
können. Sie sind hin und wieder etwas störend, wie z.B. in No.17. im Anfange. 

in No. 19. werden die Bedingungs-Gleichungen gegeben, unter welchen eine 
partielle Diiferential-Gleichung der ersten Ordnung mit einer unbestimmten Function, 
integrirbar ist; und dann erst in No.20. werden die totalen Differential-Gleichungen, 
welchen zwei primitive Gleichungen zum Grunde liegen, integrirt. 

Mit No.21. geht der Verf. zu den partiellen Diflerential-Gleichungen der zwei- 
ten Ordnung über und untersucht hier zuvörderst ihre Entstehung durch Elimination 
der unbestimmten Funclionen, Was in No. 22. und No. 23. I. über die Entstehung 
der partiellen Differential-Gleichungen der zweiten Ordnung durch Elimination von 
willkürlichen und von beständigen Gröfsen beigebracht wird, verbreitet viel Licht über 
die Natur der parliellen Diflerential-Gleichungen überhaupt. 

Die in No.23. II. angestellten Untersuchungen über die Bestimmung der unbe- 
simmien und willkürlichen Functionen sind auf den Fall beschränkt, dafs die Func- 
tionen einerlei Giundgröfsen haben. Es wären auch die von Laplace und ande- 
ven Matliemalikern über diesen Gezenstand, für den Fall dafs die Funclionen ver- 
schiedene Grundgröfsen haben, gegebenen Resultate zu wünschen gewesen. 

In \o. 24. betrachtet der Verf., als Anwendung des bisher von ihm Vorgetrage- 
nen, melirere besondere Flächen. 

No. 25. bis 20. handelt von der Integration einer parliellen Differential-Gleichung 
der zweiten Ordnung und des ersten Grades, welche das erste Integral P—/\Q)= 0 
hat, wo.P und QFunctionen von &, 7, &, p, q sind. In No, 25. werden die zu die- 
ser Integration führenden, vom Verf. init (k) bezeichneten, parliellen Differential-Glei- 
chunsen, welche der vorgelerten überhaupt zukommen, vermittelst der Elimination 

beoleitet. Nach einigen in No. 26. und 27. enthaltenen näheren Bestimmungen der 
Gieichungen (k) selzi der Verf. in No 28. seine Intesrations- Methode vermittelst der 
renannten Gleichunsen umständlich auseinander und giebt darauf in No.29. die An- 
wendung dieser Methode auf mehrere Gleichungen. 

Die gewöhnlic.ie Methode, die partiellen Differential-Gleichunsen der zweiten Ord- 
nung und des ersten Grades zu integriren, beruht bekanntlich darauf, dals man aus 
diei gegebenen totalen Diflerential-Gleichungen zwei primitive Gleichungen abzuleiten 
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sucht, welches im Allgemeinen erfordert, dafs man ee... den drei totalen Differen- 
tial-Gleichungen zwei der fünf veränderlichen x, Y, 2, Ps 7 fortschaflt, um dadurch 
eine totale Differential-Gleichung von drei Verkederlichien zu erhalten, welche ent- 
weder die verlangte primilive giebt, oder einen Widerspruch zeigt, je nachdem die 
vorgelegte ein erstes Integral von der oben angegebenen Gestalt hat, oder nicht. Der 
Verf. dagegen integrirt zuvörderst eine der Gleichungen (k) wie eine totale Differen- 
Hal- Gleichung der ersten Ordnung und des ersten Grades, blofs in Bezug auf zwei 
Veränderliche und führt in das Inteeral wieder andere Functionen ein, welche man, 
zum Unterschiede von den willkürlichen uud unbestimmten Functionen, allgemeine 
Functionen nennen könnte, da man bei ihnen nur die Veräuderlichen, von welchen 
sie abhängen, kennt. Sodann differentiirt er das gefundene Integral in Bezug auf alle 
darin virkommmenilen Veränderlichen und löset auf diese Weise neue Bedingungs-Glei- 
chungen ab, mit welchen er wie vorhin mit den Gleichungen (k) verfährt. Das zu- 
leizt "zefundene Integral von einer partiellen Differential- Gleichung der ersten Ordnung 
und des ersten Grades, mit einer unbestimmten Function, ist das gesuchte. In den 
Falle nung dafs die vorgelegte kein erstes Integral von der oben  uugeliisnn Gestalt 
hat, zeigen sich die gefundenen Bedinzungs - Gleichungen unzureichend oder einander 
widersprechend. Der Verf. führt folglich die vorgegebene Integration zurück auf die 
von totalen Differential Gleichungen der ersien Ordanaz und des ersten Grades mit 
zwei Veränderlichen, und von partiellen Differential-Gleichungen der ersten Ordnung 
und des ersten Grades. Weiterhin in No. 42. zeigt der Verf. die Anwendbarkeit sei- 
ner Methode auch auf partielle Differential - Gleichunsen der dritten Ordnung und des 
ersten Grades. Auch versucht der Verf. in No. 39> die Auflindung der ersten voll- 
ständigen Integrale nach seiner Methode mit allgemeinen Functionen; er bedient sich 
hierbei einer Schlufsweise, welche man auch in anderen Schriften findet. So vergleiche 
man z. B. N0.39. P. 221. Z.21. mit Laplace Mee. ed. T.1. P.142. 1.6. Ubrigens 
hat der Verf. wohlgethan, die Anwendung seiner Meihode in No. 29. an den vier 
ersten Beispielen und in No. 39 am eg Beispiele uinständlich zu zeigen. 

Nachdem die Methode der No. 28. auf die partielle Differential-Gleichung, in 
welcher auch p, q vom ersten Grade ee) in No. 30. bis 32. angewendet worden, wer- 
den in No. 33. bis 36. die partliellen Differential - Gleichungen der zweiten Ordnung 

} und des ersten Grades, bei welchen die Gleichungen (k) sich unzureichend zeigen, be- 
trachtet. Die Analyse, deren sich der Verf. a in No. 34. und 85. I. bedient, 
macht zwar die Transformation der Veränderlichen entbehrlich (wie man bei der in 
No.3#. B. 1. behandelten Differential-Gleichung, welche Monge und Legendre ver- 
mittelst der Transformation integrirt haben, sieht): sie giebt auch eine zrölsere Allge- 
meinheit als diese Transformation, ist aber wenigstens für Anfänger, für welche das 
Buch ebenfalls bestimmt ist, wohl zu schwierig. Es wäre zu wünschen gewesen, dafs 
der Verf. diese Untersuchungen, welche für die Gleichungen mit drei V eränderlichen 
von so grolser Wichtigkeit sind, nicht nur umständlicher ausgeführt, sondern auch über- 
all an seine in No. 8. gerebene Meihode inniger angeschlossen hätte, so elwa wie es 
bei dem in No. 36. betrachteten Falle seschehen ist. Dadurch hätte das ganze Buch 
an Einheit des Vortrages nur gewinnen können. So hätte der Verf. die in No. 32. ange- 
siellien Untersuchungen aus seinem Verfahren No. 34. u. 35. I. lee können, da die 
Integrations-Methode der No.28. die Grundgröfsen für die in No.32. betrachteten Gleichun- 
gen angiebt. Um nur an einem Beispiele die behauptete Möglichkeit zu zeigen, hat man 


für die Differential- Gleichung aus N0.29. B.6. „tx =a, y—ı—=P. 
Sieht man nun in der Gleichung (a) der No.35.1I., a und b als Functionen von « und 
£ an, so erhält man, in Verbindung mit der vorgelegten und mit Hülfe von No. 34., 


leicht die drei in No. 37. p. 211. aufgestellten primitiven Gleichungen, aus welchen 
das in No. 32. B. 3. gegebene allgemeine Integral folgt. 


Nachdem der Verf. in No. 37. eine Übersicht der verschiedenen im Vorherge- 
henden erhaltenen Formen der Integrale gegeben hat, spricht er in No. 39. bis 40. von 


den ersten vollständigen Integralen der Differential - Gleichungen der zweiten Ordnung 
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und untersucht sodann in No. 41. bis 44. die partiellen Differential- Gleichungen der drit- 
ten Ordnung und des ersten Grades. Es wäre zu wünschen, dafs der Verf. bei die- 
sen Untersuchungen ausführlicher gewesen wäre und mehr Resultate von der Art, wie 
die in No. 44. II. gegeben hätte. 

Die No.45., welche von den totalen Differential- Gleichungen handelt, zeigt deut- 
lich, wie wenig man bis jetzt die Gleichungen dieser Art zu behandeln im Stande isi. 

Die Bezeichnungen, welche der Verf. für die Differential- Coefficienten gewählt 
hat, sind dem Vortrage, vornehmlich in der zweiten Hälfte des Buchs, förderlich, Das 
Gegentheil kann man aber wohl von den Abkürzungen einzelner Wörter behaupten. 

2. Memoire sur les roues hy drauliques a aubes courbes, mues par 
dessous. Par NM. Poncelet. A Netz 

Diese Abandlung enthält eine interessante Anwendung des Princips der lebendigen 
Kräfte auf die Schaufelung unterschlächtiger Räder. Bisher liels man das Wasser, nachde:ır 
es den Stols auf die Schaufeln vollbracht, mit ungenutzter Geschwindigkeit weglliefsen: 
Herr Poncelet suchi die auf solche Weise verloren gehende lebendige Kraft für den 
Betrieb des ades zu gewinnen, indem er das Wasser, welches aus der Schützöffnunz, 
beinahe in der ltichtung der Tangente des Nades, stürzt, in gekrümmte Schauieln 
ten lälst, deren erstes Element den Uinfang des Rades tangirt. Hierdurch wird zunächst 
aller Stofs verinieden, und das Wasser erhebt sich längs dieser Curve bis zu einer 
Höhe, welche dessen relativer Geschwindigkeit angemessen ist. Nachdem es diese er- 
reicht hat, fällt es in der Schaufel wieder zurück und erlangt dieselbe relative Geschwin- 
digkeit, aber in entgegengesetzter Richtung, wieder, und die Einrichtung des Gerinnes 
ist so, dafs die Schaufel sich augenblicklich leert. Ist nun 7 die Geschwindigkeit des 
Wassers vor seinem Eintritt in die Schaufel, v die gleichfürmige Geschwindigkeit 
des ltades, so steigt das Wasser mit der relativen Geschwindigkeit Y—v bis zu ei- 


ner Höhe ( ei, und wird beim Hinunterfallen in der Curve die relative Geschwin- 


27 
digkeit Weenz. aber in entgegengesetzter Richtung wieder erlangen. Also ist die ab- 
solute Geschwindigkeit 7 —2v, und diese mufs, wie man weils, Null werden, wenu 
von der lebendigen Kraft nichts verloren gehen, oder wenn dieselbe von der "Arbeit 
am Jade durchaus erschöpft werden soll. Diese Bedingung wird durch Y=2v eı- 
füllt, oder der Effect =1, wenn die Geschwindigkeit des Rades halb so srols ist, als 
die Geschwindigkeit des Wassers vor seinem Eintriit in dis Schaufel, Unbedingt fin 
det das allgemeine Prineip der lebendigen Kräfte hier seine Anwendung, wie überäll, 
wo nicht allein vom Stofse elastischer Massen, oder von gleichförmiger Bewegungs eines 
Systems von Massen überhaupt die Rede ist, sondern auch, wie hier, durch allmälig 
veränderte Bewegung eine gewisse Anfangs - Geschwindigkeit periodisch wiederkehrt. 
Denn die Anfangs- Geschwindigkeit des Wassers war Null; es hat beim Austritt aus 
der Schützölfnung die seiner Fallhiöhe HZ angemessene Geschwindigkeit Y erlangt, 
welche durch die Bedingungen des Systeins, ohne Stols, und allmälig wieder zu Null 
wird; also ist die Wirkung dieselbe, als wenn das Rad durch den constanten Druck 
einer Wassersäule 7/ in Bewegung gesetzt würde. Bear von Langsdorff verwirft in 
seinem „neuen System der Maschinenkunde” I. B. 2. Abth. P. 658. dieses Princip 
und dessen Anwendung auf die Ponceletschen Räder und will es nur für den Stofs 
elastischer fester Körper gelten lassen. Diese Einwürfe berechtigen indessen zu keiner 
besondern Widerlesung, da eine solche den gröfsten Theil der erwähnten Maschinen- 
kunde zu umfassen haben würde, und also vorbehalten bleiben muls. Das eben ist 
die grofse Bedeutung des allgemeinen Prinzips der lebendigen Kräfte bei der 
Bewegung der Maschinen, dals man ohne mühsamen Calcul, durch unmittelbare An- 
schauung, den Effect einer Maschine zu beurtheilen im Stande ist: denn zu keinen: 
andern als dem obigen Resultate würde man gelangen, wenn man die während des 
Heraußsteigens und Herabfallens des Wassers in der Schaufel wirkenden, aus Schwung- 
kraft und Schwere zusammengeselzten variabeln Normalkräfte, nachdem sie in die 
Richtung der Bewegung des Rades zerlegt worden, integriren und daraus zugleich die 


Indifferenz der Schaufelform abstrahiren wollte. 
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Carnot war wohl einer der ersten, der in seinem „Essai sur les Machines” hivr- 
auf aufinerksam ınachte. Navier, de Coriolis, Petit, Burdin, und endlich Ponce- 
let, haben, in den practischen Sinn dieses Prinzips eingehend, dessen ungemeine Frucht- 
barkeit anerkannt und bethätigt, und dadurch eine gänzliche reform der Maschinen- 
Lehre vorbereitet *). 

Ist die Theorie des Ponceletschen Rades festgestellt, so muls im Me&moire 
selbst nachgelesen werden, wie durch mannigfaltige Umstände der Effect desselben anf 
0,67 oder 0,6 herabsinkt, was immer noch mehr als das Doppelte des bisher geleiste- 
ien Eflects beträgt. Diese Umstände sind mit des Verfassers gewohnter Präcision ent- 
wickelt und gesondert, Erfahrungen und Versuche mit Modellen und im Grofsen be- 
stätigen und modificiren die Theorie und die bisher gebräuchlichen Co@fliecienten; aber 
immer findet man die Gründe der Abweichungen entwickelt und nachgewiesen. Vieles, 
was nicht zum Ressort dieses- Journals gehört, aber für den Techniker überaus wich- 
tig ist, ist in diesem Memoire enthalten, das sich auf diese Weise zu einer der be- 
deutendsten Erscheinungen in diesem Gebiete gestaltet, und zeigt, wie Herr Ponce- 
let auch auf practischem Boden so ganz seinen Stoll zu beherischen versteht. 


Potsdam im Januar 1830. M. H. Jacobi, 


3. Das Lehrbuch der Geometrie vom Uerrn Prof. Fürsteman zu 
Danzig, wovon die beiden ersten Bände erschienen sind, zeichnet sich durch Eigen- 
thümlichkeit und lteichhaltigkeit aus. Es scheint zwar kein eigentlich systematischer 
Lehrbegriff für Lernende sein zu sollen, indem es, besonders im Anfange, die Sätze 
ohne Beweise, nur wie erzählungsweise giebt, auch ein grolser Theil des Buches un- 
ter die Rubrik ‚‚Vermischtes, Anhänge, Zusätze” u. s. w. gebracht ist; desto nützlicher 
aber dürfte es Lehrern und Denjenigen sein, welche in der Geometrie schon einigen 
Grund gelegt haben; denn es beherrscht sichtbar seinen Gegenstand, behandelt ihn mit 
vieler Eigenthümlichkeit und eigener Kraft, geht über das Gewohnte hinaus, woran es 
bei so vielen Wiederholungen der Elemente wohl Noth thut, und giebt auch von 
neuern geomelrischen Untersuchungen Nachrichten und Kenntnils. Die Schrift verdient 
daher alle Aufmerksamkeit; denn auch sie vermag dazu beizutragen, in Deutschland, 
dem allgemeinen Verkehre mit der Mathematik zu einer etwas mehr aus dem gewohn- 
ten Kreise herauszutretenden, freieren Bewegung zu verhelfen. 

4. Ein recht verdienstliches Unternehmen ist unstreitig die deutsche Übersetzung, 
welche der Herr Professor Salomon zu Wien, Verfasser eines ausführlichen Lehr- 
buches der ebenen und sphärischen Trigonometrie und verbesserter mathematischer 
Tafeln, von Eulers Integral-Rechnung Hiefert, wovon bereits 5 Bände in Oclav- 
8 Format erschienen sind. Das Studium der Mathematik wird zuverlässig bedeutend 
gewinnen, wenn man den Lernenden die classischen Quellen durch wohlfeile würt- 
liche Übersetzungen zugänglicher macht. Denn kein Commentar, keine Nachbildung, 
keine Bearbeitung eines Originales kann se wirksam sein, als das Original selbst. In 
verändertem Gewande erscheint selbst das Wesentlichste zuweilen entstellt, Vieles 
entweicht unter der Bearbeitung und nicht immer bleibt der Kern zurück. Wie wich- 
tig es sei, die Originale in ihrer Reinheit zu besitzen, und wie wirksam sie für das 
Studium sind, beweiseu Euclides und Archimedes. Euler und Lasgrange sind 
in ihrer Art nicht weniger classisch als jene. 

5. Ein wichtiges neues Werk ist: G. de Pontlcoulant Ihlorie anali- 
tique du sysiöme du monde. Paris, chez Bachelier, 1829.” 2 Bände in 8. Einl. 188. 
Text 505 und 50+ S. Wir können den Zweck, die Art des Werkes und sein Ver- 
hältnifs zu der berühmten IM canique cdleste nicht besser ausdrücken, als mit des Ver- 
fassers eigenen Worten am Schlusse der Einleitung. 

„Le dveloppement analytique des consequences du principe de la pesanteur uni« 
verselle constitue la theorie du systeme du monde; elle est presentde avec dltail dans 


.. .*) WVie dieses Prinzip auf ungleichförmig arbeitende Maschinen anzuwenden sei, hat Referent 
in einem Project zu einer WVassersäulen - Maschine gezeigt, welches sich in den Archiven der IKönig- 
lichen Ober- Bau -Deputation zu Berlin befindet. 
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la Mlecanique cdleste de Laplace, qu'on doit rerarder comme le Traitd d’ Astronomie 
physique le plus sublime et le plus complet que nous possedions. ÜCependant les grands 
progres qua faits depuis vingt ans "Analyse, ont permis d’aplanir les principales dif- 
Jcultds quon rencontre dans cet ouvrage, et qui en rendent souvent la lecture penible. 
I.a ihlorie du systeme du monde peut ötre prösentce maintenant avec une clartd et un 
ensemble qui lui avaient ‚manque jJusgiiei, et qui permeltent d’en saisir d’un regard tou- 
tes les parties. Les methodes quelle emploie ont subi ces heureuses ameliorations que 
le temps et Texpdrience apportent toujours dans les oeuvres des geomölres; elles sont 
devenues plus simples en se gendralisant. Nous avons essayd de rdunir en un möme 
corps d’ouwvrage les rÖultats de tant d’utiles travausx; nous avons donnd aux Ihdories 
assez de d veloppemens pour en bannir toute obscuritd, et les exemples numd 'riques que 
nous Yv avons ‚ajoulds suffiront pour enrendre les applications Jaciles. Lorsqu'une science, 
apres avoir Epuisd les ef[orts des plus puissans genies, semble enfin parvenue ce - 
degrd d’eldvation que les bornes de Fintelligence humaine ne lui permettent pas de franchir, 
il ne reste plus qu'un moyen d’en häter les progrds, c’est d’en rendre les abords moins 
pnibles, de substituer des meihodes faciles aux methodes compliqudes qu’on avait d’abord 
employdes pour en resoudre les problemes, et de se rappeler enfin que, dans les ouvrages des 
hommes comme dans ceur de la nature, la simplicitd est un des attributs de la perfection.” 

Das Werk ist unstreitig ein würdiges Unternehmen, und während wir statt der 
Meinung, die den Worten „Lorsqu’ une science elc. „.... pour en rdsoudre les proble- 
mes’ zum Grunde zu liegen scheint, dafs man erst dann, wenn die menschliche Ein- 
sicht nicht weiter vordringen zu können scheint, nothgedrungen an Vereinfachung des 
Vorhandenen denken müsse, vielmehr diejenige hegen, dafs die Vereinfachung gar nicht 
früh genug geschehen könne, und dafs sie fast nicht minder nützlich sei als weiteres 
Fortschreiten, weil sie dasselbe so überaus mächtig zu fördern vermag, unterschreiben 
wir demgemäfs mit voller Überzeugung die auf die obigen folgenden Worte: ‚et de 
8° rappeler enfin que, dans les ouvrages des hommes comme dans ceux de la nature, 
/a simplicitd est un des «t/ributs de la perfection.” Möchten dieselben doch von Al- 
en, welche die Wissenschaften, und eine der edelsten unter ihnen, die Mathe- 
matik, eulliviren, stets beherzigt werden! Einfach klar und natürlich ist in ihr, 
wie das Elementare, sn» das Abstracteste und Verborgenste; einfach, klar und natür- 
lich waren die Gedanken der gröfsten Geometer, Euclides, Euler und Lagrange, 
einfach wie die erofsen Gesetze der Natur, wie "das Gesetz der allgemeinen Schwere, 
nach welchem das Weltall sich bewegt, und angemessen einfach war ilıre Darstel- 
lungsweise. Nichts kann wohl die Fortschritte der Mathematik mehr hemmen, als 
trübe Dunkelheit. Gegentheils kann nichts kräftiger die weitere Entwicklung der Er- 
kenntnisse fürdern, als Klarheit und natürliche Einfachheit. Möchte die Mathematik 
bald überall in das Licht der natürlichen Einfachheit gebracht werden, welches allein 
vermag «die Wahrheit ın ihrer Schönheit zu zeigen und ihre ferneren Wege zu be- 
leuchten. 


6. Von den Arbeiten des Herrn Poisson wollen wir folgender drei neuern, 
ihres berüulimten Verfassers würdigen Memoiren erwähnen: 
Memoire sur Vequilibre des fiuides. 
sur Vequilibre et le mowvement des corps dlastiques. 
Memoire sur la proportion des naissances des filles et des garcons. 
Leizterer Gegenstand liefert den Stoff zu interessanten Aufg raben für die Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung. 


® 


Die Annales des mathrmatiques von Gergonne, die Correspondance ma- 
thematique et physigue von Ouetelet, die Wiener Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, von Baumgärtner und v. Ettinshauses, hahen erfreulichen Fort- 
gang. VonCauchy ZLrereices des mathematiques sind wiederum mehrere neue Hefte, 
bis jetzt in allem 42 erschienen 
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